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Einf�uhrung

Reaktions�Di�usions�Systeme

R
eaktions�Di�usions�Systeme sind Beispiele f�ur dissipative� komplexe Sy�
steme	 Ihre Dynamik hat viele Freiheitsgrade und entwickelt sich nicht�
linear	 Beispiele f�ur Reaktions�Di�usions�Prozesse �ndet man unter an�

derem in der Chemie� Biologie und Populationsdynamik	 Man betrachtet dabei
immer eine Anzahl von Molek�ulen� Lebewesen oder Individuen� die sich inner�
halb eines bestimmten Reaktionsgef�a�es oder Gebietes bewegen� also di�undie�
ren� und dabei miteinander reagieren k�onnen	 Um konkret zu sein� orientie�
ren sich viele Begri�sbildungen und die vorgestellte Theorie in dieser Arbeit an
chemischen Reaktions�Di�usions�Systemen von Molek�ulen in w�assriger L�osung
oder dichter Gasphase	 Die �Ubertragung auf biologische� populationsdynami�
sche oder andere Anwendungen ist in den meisten F�allen aber o�ensichtlich	

Reaktions�Di�usions�Prozesse charakterisieren sich wie folgt� Die Teilchen
lassen sich in Sorten einteilen� und die Teilchen einer Sorte verhalten sich im
Rahmen der Beschreibung des Reaktions�Di�usions�Prozesses gleich	 Eine
Reaktion bedeutet� da� Teilchen verschwinden und entstehen� eine Reaktion
A�B � C zum Beispiel vernichtet je ein Teilchen der Sorten A und B und er�
zeugt eines der Sorte C	 Die Bewegung der Teilchen im Raum ist durch zuf�allige
Kr�afte bestimmt� also di�usionsartig	 Im einfachsten Fall bevorzugen die Zu�
fallskr�afte keine Raumrichtung und sind v�ollig unkorreliert� und die Teilchen
vollf�uhren eine Brownsche Bewegung	

Es gibt im wesentlichen drei Ans�atze zur physikalischen Beschreibung von
Reaktions�Di�usions�Systemen�

Die makroskopische Beschreibung mittels deterministischer Systeme par�
tieller Di�erentialgleichungen	 Die betrachteten Variablen sind die lokalen
Konzentrationen der beteiligten Substanzen� also die Teilchendichten in
einem geeigneten Mittelungsvolumen um den jeweils betrachteten Punkt
herum	 Parameter der Di�erentialgleichungen sind bei chemischen Syste�
men zum Beispiel makroskopische Gr�o�en wie Reaktionsraten und Di�u�
sionskoe�zienten	

Die mikroskopische Beschreibung	 Sie ben�otigt die detaillierten Wechsel�
wirkungen und die mikroskopischen Variablen aller Konstituenten des
Reaktions�Di�usions�Systems	 Klassisch w�aren das die Orte und Impulse
aller Teilchen� quantenmechanisch w�urde es die Kenntnis der vollst�andi�
gen Wellenfunktion des Vielteilchensystems bedeuten	

�
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Die mesoskopische Beschreibung	 Grunds�atzlich geht sie von der mikro�
skopischen Beschreibung aus� benutzt aber nur eine kleine Teilmenge der
Variablen	 Die

�
schnellen� Variablen� die nur kurzzeitige� kleinr�aumige

Zustands�anderungen hervorrufen� werden eliminiert� und der Zustand des
Systems gilt durch die kleine Menge der mesoskopischen

�
langsamen� Va�

riablen als ausreichend bestimmt	 Konkret betrachtet man bei Reaktions�
Di�usions�Systemen nur die Teilchenzahlen im Reaktionsgef�a� oder in
Partitionen davon	 Man fragt nur� wie viele Teilchen jeder Sorte vorhan�
den sind und interessiert sich nicht f�ur ihre einzelnen Orte und Impulse	

Der Unterschied zur makroskopischen Beschreibung besteht darin� da�
sich die Dynamik der mesoskopischen Variablen nicht als L�osung deter�
ministischer Gleichungen ergibt� sondern als Markovscher stochastischer
Proze� verstanden wird	 Die Teilchenzahlen zu einem Zeitpunkt charak�
terisieren den Zustand des Systems� der Zustand zu einem nachfolgenden
Zeitpunkt ist aber dadurch nicht eindeutig bestimmt	 Vielmehr gibt es
eine ganze Reihe m�oglicher �Uberg�ange	 Die �Ubergangswahrscheinlichkei�
ten von einem Zustand zum anderen bestimmen die stochastische Dy�
namik des Systems� die dementsprechend mittels einer Mastergleichung
formuliert wird	 Die �Ubergangswahrscheinlichkeiten k�onnen parametrisch
von makroskopischen Gr�o�en wie Temperatur oder Volumen abh�angen	

Die mikroskopische Beschreibung ben�otigt das vollst�andige Wissen �uber
das System� beruft sich auf fundamentale physikalische Gesetze� ist am auf�
wendigsten und w�urde die detaillierte Information �uber die zeitliche Entwick�
lung des Reaktions�Di�usions�Prozesses liefern	 Praktisch hat man jedoch nie
das vollst�andige Wissen �uber die exakten mikroskopischen Bewegungsgleichun�
gen und Anfangsbedingungen und interessiert sich eigentlich auch nicht f�ur die
ganze Informations�ut der kompletten mikroskopischen Dynamik	 Weiterhin�
selbst wenn man annimmt� da� der Proze� gegen�uber Unsicherheiten �uber die
Dynamik und die Anfangsbedingungen gutm�utig ist und interessierende Obser�
vablen nicht im Sinne von

�
Chaos� emp�ndlich davon abh�angen� kann man die

Bewegungsgleichungen nicht analytisch und meistens nur mit illusorisch gro�em
Rechenzeitaufwand numerisch l�osen	

Auf der anderen Seite steht die makroskopische Beschreibung� die Aufstel�
lung der Ratengleichung beruht in der Regel auf heuristisch�ph�anomenologi�
schen �Uberlegungen oder N�aherungen� und man ben�otigt daf�ur verh�altnism�a�ig
wenig Wissen �uber das System	 Daf�ur liefert sie aber auch nur Information �uber
die makroskopische Konzentrationsvariable	 Trotzdem sind die auftretenden
nichtlinearen partiellen Di�erentialgleichungen selten analytisch und numerisch
oft nur mit einigem Aufwand zug�anglich	

Diese Arbeit propagiert die mesoskopische Ebene� Mit ihr macht man aus
der Not der Unkenntnis der mikroskopischen Variablen eine Tugend	 Die Elimi�
nation der schnellen Variablen beseitigt die unn�otige und umst�andliche Infor�
mations�ut� die stochastische Dynamik tr�agt aber noch mehr Information als
die makroskopische� und diese Mehrinformation ist sinnvoll� relevant und inter�
essant	 Zudem �und dies ist ein wichtiger Punkt�� l�a�t sich die entsprechende
Mastergleichung auf einfache und geradlinige Weise numerisch behandeln	
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Aus diesem Programm resultiert der Aufbau der vorliegenden Arbeit�
Als exemplarischer Reaktions�Di�usions�Proze� wird ein Proze� vorgef�uhrt�
dessen makroskopische Gleichung die Fishergleichung ist	 Die makroskopi�
sche Gleichung und ihre typischen L�osungen werden in Kapitel � untersucht	
Im �	 Kapitel wird die mesoskopische Beschreibung allgemeiner Reaktions�
Di�usions�Prozesse mit der Mastergleichung vorgef�uhrt� das hei�t als Markov�
scher stochastischer Proze� mit den Teilchenzahlen als Zustandsvariablen	 Die
Reaktion wird dabei als Erzeugungs� und Vernichtungs�Proze� und die Di�u�
sion als Random�Walk formuliert	 Um zu zeigen� da� die Mehrinformation� die
diese Beschreibung gegen�uber der makroskopischen liefert� sinnvoll ist� m�ussen
wir sie auf der fundamentaleren mikroskopischen Beschreibung begr�unden	 Dar�
aus resultieren Kriterien� die besagen� wann ein Reaktions�Di�usion richtig
durch die Mastergleichung beschrieben wird	 Diese �Uberlegen gelten allgemein
f�ur Reaktions�Di�usions�Prozesse	

Die Kapitel 
 und � besch�aftigen sich damit� wie die Mehrinformation in
unserem Beispiel der Frontausbreitung in dem zur Fishergleichung assozier�
ten Reaktions�Di�usions�Proze� aussieht	 Wir erhalten die Ergebnisse durch
zahlreiche und ausgedehnte Computersimulationen	 Dazu wird ein e�zienter
Algorithmus verwendet� der Realisierungen des durch die Mastergleichung ge�
gebenen stochastischen Prozesses erzeugt	 Die interessierenden Gr�o�en werden
dann aus der simulierten Stichprobe von Realisierungen gesch�atzt	 Um die
Ergebnisse in Bezug zu den Eigenschaften der Fishergleichung zu setzen und
damit vergleichen zu k�onnen� und um sie theoretisch zu verstehen� werden die
Momentengleichungen und die ��Entwicklung vorgef�uhrt	

Kapitel ��
Fishergleichung

Reaktionsfronten

Kapitel ��
Die Mastergleichung f�ur

Reaktions�Di�usions�Prozesse

Kapitel 
�
Momentengleichungen

Simulationen

Kapitel ��
��Entwicklung
Simulationen

�
�
�
�
�R

�
�
�
�
��

�

Die Fishergleichung

Die Fishergleichung ist wegen ihrer Einfachheit ein in der Literatur h�au�g ver�
wendetes populationsdynamisches Modell	 Die Bev�olkerungsdichte c an einem
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Ort w�achst mit einer Malthus�Verhulst�Dynamik �logistisches Wachstum�� und
au�erdem k�onnen sich die Individuen in einer Raumdimension di�usionsartig
bewegen�

�c

�t
� D

��c

�x�
� Ac�Bc� �

D� A und B sind positive Parameter	 Die Fishergleichung besitzt Reaktions�
frontl�osungen� das sind wandernde Grenzen zwischen homogenen Bereichen des
Systems	 Die Skizze einer typischen Front ist auf Seite �� zu sehen	 Sie bewegt
sich mit konstanter Geschwindigkeit nach rechts� und ihre Form bleibt dabei
konstant	 Populationsdynamische Modelle� die die Fishergleichung verwenden�
wurden zum Beispiel f�ur die Ausbreitung eines vorteilhaften Gens in einem
Gebiet mit etwa homogener Bev�olkerungsdichte und f�ur die Verdr�angung der
mesolithischen J�ager und Sammler in Europa durch neusteinzeitliche Bauern
aufgestellt	 Diese Beispiele werden in Abschnitt �	� vorgestellt	 Dar�uberhinaus
hat die Fishergleichung aber auch Bedeutung als Prototyp f�ur das Auftreten
gro�skaliger Strukturen �Fronten� in allgemeineren� komplizierteren Reaktions�
Di�usions�Systemen	 Man kann sie n�amlich als erste Ordnung einer St�orungs�
entwicklung einer solchen gro�skaligen Struktur erhalten	

Die Fishergleichung ist eine sehr einfache nichtlineare partielle Di�erenti�
algleichung� die in der mathematischen Literatur ausf�uhrlich untersucht wird	
Trotzdem sind nur wenige� spezielle analytische L�osungen bekannt	 Wir werden
im Kapitel � die Eigenschaften ihrer Frontl�osungen so weit diskutieren� wie wir
sie sp�ater f�ur das Verst�andnis der Eigenschaften der Mastergleichungsl�osungen
und der ��Entwicklung ben�otigen	 Die wichtigsten Gesichtspunkte dabei sind�
Existenz� Eindeutigkeit und Stabilit�at der Frontl�osungen in Abh�angigkeit von
der Frontgeschwindigkeit und den Parametern D� A� B sowie die Selektion der
Frontgeschwindigkeit und �wenigstens qualitativ� die Frontform	

Die Fishergleichung ist translationsinvariant	 Die Invarianz unter Verschie�
bungen entlang der Ausbreitungsrichtung ist eine allgemeine Eigenschaft aller
Gleichungen� die Reaktionsfrontl�osungen haben sollen� welche sich mit konstan�
ter Geschwindigkeit und Form fortbewegen	 Damit k�onnen aber auch Fluktua�
tionen oder kleine St�orungen� die die Front nur seitlich versetzen� aber deren
Form nicht �andern� nicht ged�ampft sein	 Nach einer solchen Fluktuation ist die
Front versetzt� aber es geht weiter

�
wie wenn nichts gewesen w�are�� das System

ist indi�erent gegen�uber translativen Fluktuationen� und die Frontposition rea�
giert emp�ndlich darauf	 Nun ist ausgerechnet die Frontgeschwindigkeit� also
die zeitliche �Anderung der Frontposition� die interessanteste Gr�o�e� die eine
Frontl�osung charakterisiert	

Um den Ein�u� der translativen Fluktuationen zu untersuchen� bietet sich
die mesoskopische Beschreibung mit der Mastergleichung an� die durch ihre
stochastische Natur Fluktuationen schon implizit mitbringt � im Gegensatz zur
makroskopischen Ratengleichung� zu der man eine Rauschquelle h�ochstens auf
eine sehr k�unstliche Weise hinzuf�ugen k�onnte	
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Momentengleichungen

Um die Simulationsresultate� also die L�osungen der Mastergleichung� mit den
Eigenschaften der makroskopische Ratengleichung vergleichen zu k�onnen� be�
scha�en wir uns in Kapitel 
 zun�achst die Momentengleichungen	 Sie folgen
exakt aus der Mastergleichung und haben die Form

d

dt
hXki � h� � �Ausdruck� der erste bis �k � ���te Momente involviert � � �i �

dabei ist X eine der stochastischen Variablen und k eine kleine ganze Zahl	 Da
die Mastergleichung nichtlinear ist� stehen auf der rechten Seite h�ohere als die
k�ten Momente� Die Momentengleichungen bilden eine unendliche Hierarchie
von Gleichungen� und jedes endliche System ist nicht abgeschlossen	 Durch

�
Abschneiden� der Gleichungen f�ur die ersten Momente erhalten wir die ma�

kroskopische Fishergleichung	 Dieses Verfahren ist einfach und anschaulich�
aber wie wir an unserem Beispiel sehen werden� irref�uhrend	 Die Momenten�
gleichungen reichen weder zur theoretisch befriedigenden Etablierung eines Zu�
sammenhanges zwischen Mastergleichung und makroskopischer Gleichung noch
zur Deutung der Simulationen aus	 Ein besserer und systematischerer Weg ist
die

��Entwicklung

Die ��Entwicklung ist die systematische Entwicklung der Mastergleichung nach
einem Parameter �

�
	 Dabei ist � ein Parameter der Mastergleichung� der die

Bedeutung der Systemgr�o�e hat	 Die grunds�atzliche Idee der ��Entwicklung
ist es� von dem komplizierten stochastischen Proze�� der durch die Masterglei�
chung beschrieben wird� einen deterministischen Anteil abzuspalten und vom
verbleibenden stochastischen Anteil nur die signi�kanten Terme zu betrachten	
Durch diese Entwicklung gewinnt man zweierlei� Im Limes � � � verschwin�
det unter gewissen Regularit�atsvoraussetzungen der stochastische Anteil	 Die
Dynamik der Erwartungswerte des stochastischen Prozesses ist dann exakt und
deterministisch durch die makroskopische Gleichung beschrieben	 F�ur endli�
ches� aber gro�es � ist der stochastische Anteil � die Fluktuationen � klein und
in h�ochster Ordnung durch eine lineare Fokker�Planck�Gleichung beschrieben	
Die

�
beinahe deterministische� Dynamik der Erwartungswerte ist durch diese

Fluktuationen gest�ort	 Nur wenn die makroskopische Gleichung stabil gegen
diese St�orungen ist� bleiben die Fluktuationen klein� und nur dann ist es sinn�
voll� �uberhaupt von einer makroskopischen Gleichung zu sprechen	

Auf diese Weise ergibt sich ganz nat�urlich der Begri� der
�
internen� Fluk�

tuationen� dies sind die gerade eben beschriebenen St�orungen� die die ma�
kroskopische Dynamik der Erwartungswerte sp�urt� weil das zugrundeliegende
mesoskopische System stochastisch ist	 Im Unterschied dazu gibt es

�
externe�

Fluktuationen� die f�ur den Ein�u� der komplizierten Umwelt auf das betrach�
tete System stehen	 Die Repr�asentation externer Fluktuationen h�angt o�enbar
stark davon ab� in welcher Umwelt sich das System be�ndet	 In dieser Arbeit
betrachten wir nur interne Fluktuationen� die in der mesoskopischen Beschrei�
bung durch die Mastergleichuung schon implizit enthalten sind	
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Fluktuationen sind dann ged�ampft� wenn die Dynamik des stochastischen
Prozesses eine Realisierung� die vom Ensemblemittelwert wegdriftet� wieder
zur�ucktreibt� soda� die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Prozesses immer
schmal um den Mittelwert herum zentriert bleibt	 Die ��Entwicklung bie�
tet ein Verst�andnis des Wechselspiels zwischen der Gr�o�e der Fluktuationen
und der St�arke der D�ampfung	 Im maximal stabilen Falle sind alle Fluktua�
tionen bereits in linearer N�aherung ged�ampft� dann bleiben sie minimal klein	
Dies ist bei van Kampen der regul�are� gew�ohnliche Fall der ��Entwicklung
�van Kampen� �����	 Im v�ollig unged�ampften Fall gibt es �uberhaupt keine
R�uckstellkr�afte� und das System �uktuiert frei durch den Zustandsraum	 Die�
ser Fall hei�t bei van Kampen

�
The Di�usion Type�	 Das in dieser Arbeit

untersuchte System ist ein sch�ones und einfaches Beispiel f�ur ein System� das
zwischen den beiden Extremf�allen liegt	 Wir werden sehen� welche interessanten
Ph�anomene daraus resultieren	



I
Reaktionsfronten

�	� Ratengleichungen
�	�	� Die allgemeine Form
�	�	� Die Fishergleichung

�	� Frontl�osungen der Fishergleichung
�	�	� Die Frontgeschwindigkeit
�	�	� Zu welchen Geschwindigkeiten gibt es Frontl�osungen

�	�	
 Der Ein�u� der Anfangsbedingungen

�	
 Die Stabilit�at der Reaktionsfrontl�osungen
�	
	� Formstabilit�at
�	
	� Lineare Stabilit�atsanalyse f�ur die Reaktionsfront

�	� Beispiele
�	�	� Die Ausbreitung eines vorteilhaften Gens
�	�	� Verdr�angung der J�ager und Sammler

��� Die Beschreibung von Fronten in Reaktions � Dif�

fusions � Systemen mit Ratengleichungen

I
n vielen Anwendungen hat man es mit Systemen zu tun� in denen eine
betrachtete physikalische Observable auf zwei benachbarten Raumgebieten
r�aumlich und zeitlich praktisch konstante Werte annimmt	 In einer Grenz�

zone geht ihr Wert mehr oder weniger kontinuierlich von dem einen in den
anderen Wert �uber	 Wenn der Ort dieser Grenzzone mit der Zeit wandert�
spricht man von einer Front	

Speziell wollen wir Fronten in Reaktions�Di�usions�Systemen betrachten�
bei denen die betrachtete Observable die Konzentration von Teilchen oder In�
dividuen ist	 In den homogenen Gebieten weit vor und hinter der Front ist

��
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die Konzentration konstant dazu m�ussen die beiden entsprechenden homo�
genen Zust�ande Fixpunkte der Reaktionsdynamik sein	 Eine Front in einem
Reaktions�Di�usions�System ist gerade dann m�oglich� wenn es mehrere r�aum�
lich und zeitlich konstante L�osungen hat� also wenn die Reaktionsdynamik meh�
rere Fixpunkte besitzt	 Eine Front ist der �Ubergangsbereich� der entsteht� wenn
man das System durch Anfangs� oder Randbedingungen dazu zwingt� in zwei
voneinander getrennten Gebieten verschiedene homogene Zust�ande anzuneh�
men	

Das Konzentrationsgef�alle senkrecht zur Front bewirkt� da� die Teilchen
sich durch Di�usion von dem Gebiet mit der h�oheren Konzentration in das
Gebiet niedrigerer Konzentration hineinbewegen	 Die Di�usion allein w�urde
dieses Gef�alle einfach ab�achen und die Front immer weiter verschmieren	 Nun
soll die Reaktionsdynamik so bescha�en sein� da� durch den Teilchenzu�u� und
�ab�u� eine autokatalytische Reaktion einsetzt� die den Teilchenverlust im Ge�
biet h�oherer Konzentration ersetzt und die Konzentration im in�ltrierten Rand
des Gebietes niedrigerer Konzentration auf den h�oheren� stabileren Wert treibt	
Auf diese Weise ist der Mechanismus der Frontbewegung ein Wechselspiel zwi�
schen Reaktion und Di�usion	

Das Charakteristische an Reaktionsfronten ist somit� da� die Di�usion die
Aufgabe hat� einzelne Individuen oder

�
Keime� der sich ausbreitenden Spezies

entlang des Konzentrationsgef�alles in das schw�acher oder gar nicht besetzte Ge�
biet zu bringen	 Dort vermehren sie sich dann ihrerseits schnell� zum Beispiel
mittels einer autokatalytischen Reaktion	 Die Di�usion mu� nicht alle Teilchen
bis zur S�attigung herantransportieren� sondern es gen�ugen wenige Keime	 Dem�
entsprechend ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Reaktionsfronten etwa
konstant mit der Zeit� w�ahrend sie bei reinen Di�usionsprozessen mit ��

p
t

f�allt	
Eine F�ulle von Beispielen �ndet man in �Murray� ������ Kapitel ����
 und

��	 Einige Beispiele sind�

� die Ausbreitung eines vorteilhaften Gens

� Flammenfronten in turbulenten Luft�Treibsto��Gemischen

� chemische Konzentrationsfronten bei der Belousov�Zhabotinskii�
Reaktion

� chemische Konzentrationsfronten� die sich �uber die Ober��ache von sich
entwickelnden Wirbeltiereiern ausbreiten

� die Ausbreitung von Epidemien

� die chemotaktisch gesteuerte Bewegung von Mikroorganismen zu einer
Nahrungsquelle

� die Ausbreitung der Landwirtschaft im Neolithikum

Zwei dieser Beispiele sollen in Abschnitt �	� etwas ausf�uhrlicher dargestellt wer�
den	
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����� Die allgemeine Form

Wir betrachten zun�achst die allgemeine Form einer Ratengleichung f�ur ein
Reaktions�Di�usions�Systemen mit der ein� bis dreidimensionalen Ortsvaria�
blen x� der Zeit t und der geeignet de�nierten lokalen Konzentration cj�x� t�
der Substanz mit dem Index j �Nicolis!Prigogine� �����	 Die Zeitentwicklung
eines solchen Systems ist dann gegeben durch ein System von partiellen Di�e�
rentialgleichungen der Form

�

�t
cj �

X
k�l

�

�xk
Dj�k�l�c�� � � � � cJ�

�

�xl
cj � Pj�c�� � � � � cJ� � ��	��

J ist die Anzahl der verschiedenen beteiligten Substanzen� und Pj sind Po�
lynome in den c�� � � � � cJ 	 Ihre Nullstellen sind gerade die Fixpunkte der Re�
aktionsdynamik	 Das hei�t� ist der Vektor �c�� � � � � cJ� eine Nullstelle aller
P�� � � � � PJ � dann ist der entsprechende r�aumlich homogene Zustand eine zeit�
lich konstante L�osung von ��	��	

Eine Reaktionsfrontl�osung von ��	�� mit der Geschwindigkeit v �
�v�� � � � � vn� ist dadurch de�niert� da� die cj in dem mitbewegten Bezugssy�
stem mit x� � x� vt station�ar sind	 Die Fragen� die es im Zusammenhang mit
Reaktionsfrontl�osungen zu diskutieren gibt� sind

� Existenz und Eindeutigkeit�

� Selektion der Frontgeschwindigkeit�

� Stabilit�at gegen St�orungen und

� Frontform �wenigstens qualitativ�

in Abh�angigkeit von der Frontgeschwindigkeit v und den Parametern in der
Gleichung ��	��	

F�ur allgemeine Systeme von nichtlinearen partiellen Di�erentialgleichun�
gen der Art ��	�� erh�alt man analytische Resultate nur sp�arlich und oft nur
mit gro�em Aufwand� und auch die numerische Behandlung ist eine nicht�
triviale Aufgabe	 Wir wollen uns auf den einfachsten nichtlinearen Spezi�
alfall von ��	�� beschr�anken� n�amlich die Fishergleichung	 Ihre wichtigsten
Eigenschaften sind in den Referenzen �Fisher� ��
�� Kolmogorov et al	� ��
��
Aronson!Weinberger� ����� und in einem �Uberblick in �Murray� ����� beschrie�
ben	

����� Die Fishergleichung

In der Fishergleichung betrachten wir die Konzentration einer Substanz in ei�
ner Raumdimension mit linearer Di�usion und einer logistischen �

�
Malthus�

Verhulst�� Reaktionsdynamik �Fisher� ��
���

�c

�t
� D

��c

�x�
� Ac�Bc� � ��	��
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Im Hinblick auf die Anwendungen interessieren wir uns nur f�ur die nichtne�
gativen beschr�ankten L�osungen	 D� A und B sind positive orts� und zeitun�
abh�angige Parameter	

Interpretieren wir ��	�� als Gleichung f�ur einen chemischen Reaktions�
Di�usions�Proze�� dann ist c�x� t� die Konzentration von Molek�ulen der Sorte
X � die mit der Di�usionskonstante D im Reaktionsgef�a� di�undieren und gem�a�
der Gleichung

Y � X � � X ��	
�

reagieren� wobei A und B in ��	�� die entsprechenden Ratenkoe�zienten f�ur
Hin� und R�uckreaktion sind	 Die Konzentration der Y �Molek�ule wird hierbei
als konstant angenommen� d	 h	 die Y �Molek�ule bilden ein Teilchenreservoir	

Die Parameter D� A und B de�nieren typische L�angen�� Zeit� und Kon�
zentrationsskalen	 B�A hat die Einheit einer L�ange� ��A die einer Zeit� und
A�B hat die Einheit einer Konzentration� n�amlich Teilchen pro L�ange	 Mit der
Einf�uhrung der dimensionslosen Gr�o�e

� ��
DA

B�

kann man x� t und c durch geeignete Skalierung dimensionslos machen�

x �� A

B
x � t �� A t � c �� B

A
c �

Die Fishergleichung ��	�� nimmt dann die Form

�c

�t
� �

��c

�x�
� c� c� ��	��

an� was den Vorteil hat� da� in der Gleichung jetzt nur noch ein Parameter
steht	 Sie hat zwei r�aumlich homogene� station�are L�osungen� von denen die
eine� c � �� instabil und die andere� c � �� stabil ist	

In �Benilov� ����� wird gezeigt� da� man die Fishergleichung auch als
die niedrigste Ordnung bei der Entwicklung eines allgemeinen Reaktions�
Di�usions�Systems der Gestalt ��	�� interpretieren kann	 Man betrachte eine
station�are� r�aumlich homogene L�osung von ��	��� also eine Nullstelle aller Po�
lynome Pj 	 � sei ein Kontrollparameter �z	 B	 Temperatur� �au�eres Feld�	 In
der N�ahe eines Abzweigungspunktes �� soll eine gro�skalige nichtstation�are�
nichthomogene L�osung abzweigen	 Gro�skalig bedeutet� da� die typische
L�angenskala L dieser abzweigenden L�osung von der Gr�o�enordnung des ge�
samten Reaktionsgef�a�es und die typische Zeitskala von der Ordnung L��D ist�
wobei D die typische Gr�o�enordnung der Di�usionsmatrizen Dj ist	 Diese ab�
zweigende L�osung entwickelt man nach dem kleinen Parameter �� � ���	 In
erster Ordnung separiert die Zeitabh�angigkeit� und der skalare zeitabh�angige
Faktor c�x� t� gehorcht der Fishergleichung	 Die Details zu dieser Entwicklung
sind in �Benilov� ����� zu �nden	

Dieses Ergebnis ist nicht sehr �uberraschend� wie wir noch sehen werden�
ist die Fishergleichung die einfachste Di�erentialgleichung� die ein Reaktions�
Di�usions�System beschreibt und Frontl�osungen besitzt	 Das Auftreten gro�s�



���� Frontl�osungen der Fishergleichung ��

kaliger Strukturen geht mit einer Front einher	 In diesem Sinne ist die Fisher�
Gleichung prototypisch f�ur das Auftreten gro�skaliger Strukturen in Reaktions�
Di�usions�Systemen	

��� Frontl�osungen der Fishergleichung

����� Die Frontgeschwindigkeit

Da die homogenen station�aren Zust�ande weit vor und hinter der Reaktionsfront
recht strukturlos sind� ist die interessanteste Gr�o�e die Geschwindigkeit� mit der
sich die Front bewegt	

Unter einer station�aren Reaktionsfront wollen wir eine Reaktionsfront ver�
stehen� die im Laufe ihrer Ausbreitung ihre Form nicht �andert� sondern sich nur
entlang der Richtung der Frontgeschwindigkeit verschiebt	 In dem mitbewegten
Bezugssystem ist sie also zeitlich konstant oder station�ar	

In einem mit der konstanten Geschwindigkeit v entlang der x�Achse mitbe�
wegten Bezugssystem nimmt ��	�� die Form

��

�t
� �

���

�z�
� v

��

�z
� �� �� � ��	��

an� wobei z � x� vt und c�x� t� � ��z� t� sind	 Die Funktion � ist die Konzen�
trationsvariable im mitbewegten Koordinatensystem	 Eine Reaktionsfront der
Geschwindigkeit v ist eine station�are L�osung von ��	��� die die folgenden zwei
Bedingungen erf�ullt�

��

�t
� � �

lim
z���

��z� � � und lim
z���

��z� � � � ��	��

Dann gilt c�x� t� � ��x � vt� � ��z�	 Weit links der Front �z � �� ist das
System praktisch im stabilen station�aren Zustand c � �� weit rechts �z � ��
im instabilen Zustand c � �	 Dazwischen sind diese beiden Zust�ande durch die
stetige Front verbunden	 Die Festlegung der Randbedingungen bestimmt die
Bewegungsrichtung der Front� Mit ��	�� bewegt sie sich �im nicht mitbewegten
�x� t��System� von links nach rechts w�urde man �� und �� in ��	�� ver�
tauschen� bewegte sie sich von rechts nach links	 Da Gleichung ��	�� invariant
unter der Spiegelung x �� �x ist� macht es keinen Unterschied� ob wir die Front
von links nach rechts oder umgekehrt laufen lassen	

Als pragmatische De�nition der Frontposition zur Zeit t benutzen wir

ctot�t� �

��Z
x�

c�x� t�dx � ��	��

Hierbei ist x� ein Punkt� der schon zur Anfangszeit weit genug links der Front
lag� und ctot�t� ist die Gesamtmenge der durch c beschriebenen Substanz zur
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������
Abbildung �	�� Eine typische Form der Reaktionsfront	

Zeit t	 Dies erlaubt eine alternative De�nition der Frontgeschwindigkeit�

v �
dctot�t�

dt
�

d

dt

��Z
x�

c�x� t�dx �

��Z
x�

�
�
��c

�x�
� c� c�

�
dx �

��Z
x�

�
c� c�

�
dx �

��	��
F�ur station�are Reaktionsfronten ist dies �aquivalent zur De�nition ��	�� der
Frontgeschwindigkeit	 Dar�uberhinaus erlaubt es die naheliegende Verallgemei�
nerung des Begri�s auf die momentane Geschwindigkeit von Fronten� die in
keinem mitbewegten Bezugssystem station�ar sind	 Diese Idee wird bei der Be�
trachtung der Frontl�osungen der Mastergleichung sehr wichtig sein	

Die Reaktionsfrontl�osungen der Fishergleichung w�aren im Prinzip
vollst�andig behandelt� wenn es gel�ange� zu jedem v die entsprechende ana�
lytische L�osung von ��	�� unter den Bedingungen ��	�� zu �nden	 Die
Konstruktion analytischer L�osung ist jedoch im allgemeinen nicht syste�
matisierbar und nur f�ur wenige Spezialf�alle in der Literatur beschrieben
�Ben�yu Guo� Zhi�xiong Chen� �����	 F�ur den Fall v � �

p
��� � ����

p
� kennt

man die analytische L�osung �Murray� �����

��z� �
��

� � exp
�
z�
p

��
��� � ��	��

c�x� t� � ��x� vt� �

Wie wir noch sehen werden� ist diese spezielle analytische L�osung nicht gegen
St�orungen stabil	 Sie ist aber n�utzlich� um eine Vorstellung davon zu bekom�
men� wie die uns interessierende stabile L�osung aussieht	

Die Fishergleichung diskutieren wir in diesem Kapitel deshalb so detailliert�
weil wir die hierbei erhaltenen Resultate sp�ater in den Kapiteln 
 und � im
Zusammenhang mit dem stochastischen Reaktions�Di�usions�Proze�� der der
Fishergleichung entspricht� benutzen wollen	 Dazu brauchen wir gar nicht die
�unbekannten� analytischen Ausdr�ucke f�ur alle m�oglichen Frontl�osungen	 Es
gen�ugt� �uber die Existenz� Eindeutigkeit und Stabilit�at der Reaktionsfronten
Bescheid zu wissen	 Diese Fragen werden wir im folgenden mit den Methoden
der deterministischen dynamischen Systeme behandeln	 Weiterhin werden wir



���� Frontl�osungen der Fishergleichung ��

ein Selektionsprinzip kennenlernen� welches besagt� da� f�ur die meisten Anwen�
dungen nur eine bestimmte Frontgeschwindigkeit relevant ist	

����� Zu welchen Geschwindigkeiten gibt es Frontl�osungen�

Im station�aren Fall ����t � � ist die mitbewegte Fishergleichung ��	�� eine
gew�ohnliche Di�erentialgleichung zweiter Ordnung	 Um Existenz und Eigen�
schaften ihrer L�osungen zu untersuchen� formulieren wir sie um zu einem
System von zwei Di�erentialgleichungen erster Ordnung �Murray� �����	 Mit
� �� d��dz erhalten wir

d�

dz
� � � f���� ��

d�

dz
� �v

�
� � �

�
���� �� � f���� �� � ��	���

Die station�aren L�osungen ��� �� � ��� �� und ��� �� � ��� �� von ��	�� sind
die �einzigen� Fixpunkte des dynamischen Systems ��	���� also L�osungen von
f���� �� � f���� �� � �	 Eine station�are Reaktionsfrontl�osung entspricht ei�
ner ��� ���Trajektorie des dynamischen Systems ��	���� die diese beiden Fix�
punkte verbindet� und umgekehrt	 Durch die Untersuchung der Trajektorien
im ��� ���Phasenraum erhalten wir also auch die Eigenschaften der stationaren
Reaktionsfrontl�osungen	

F�ur die lineare Stabilit�atsanalyse an den Fixpunkten ben�otigen wir die Ja�
cobimatrix der Funktion f 	 Sie ist�

B�
�f�
��

�f�
��

�f�
��

�f�
��

�
CA �

�
� �

��� �
� �v�

�
�

Am Punkt ��� �� � ��� �� hat sie die beiden Eigenwerte

���� � � v

��
	
s

v�

���
� �

�
�

Das Vorzeichen der Diskriminante �andert sich� als Funktion von v� an der Stelle

vmin �� �
p
� �

Wir m�ussen eine Fallunterscheidung machen� Beide Eigenwerte �� und �� sind
reell und negativ f�ur v 	 vmin� der Ursprung ist dann ein stabiler Knoten	
Wenn v � vmin� ist ein Eigenwert negativ und der andere gleich �� und der
Urspung ist ein entarteter Knoten	 Wenn schlie�lich v 
 vmin gilt� haben ��
und �� einen Imagin�arteil und einen negativen Realteil� ��� �� ist eine stabile
Spirale	

Am Punkt ��� �� � ��� �� sind beide Eigenwerte f�ur alle v reell und haben
verschiedene Vorzeichen	 ��� �� ist ein Sattelpunkt�

���� � � v

��
	
s

v�

���
�

�

�
�
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In den folgenden Phasenraumbildern sind typische Trajektorien des dyna�
mischen Systems ��	��� skizziert�

���
������
���
������

Durch Stetigkeitsargumente sieht man�
da� es eine Trajektorie von ����� nach
����� gibt� die ganz in dem Halbstreifen

� 
 � 
 �

� � �� 
 �

liegt� f�ur alle Geschwindigkeiten

v � vmin � �
p
� �

Zu jedem v ist diese Trajektorie ein�
deutig bestimmt	 Sie entspricht ei�
ner positiven� beschr�ankten Reaktions�
frontl�osung	
Es gibt auch f�ur v 
 vmin Trajek�
torien� die ����� mit ����� verbinden�
und dementsprechende Frontl�osungen
der Fishergleichung	 In den meisten
Anwendungen ist � bzw	 c als Kon�
zentration oder Populationsdichte je�
doch nur mit positiven Werten sinn�
voll	 F�ur v 
 �

p
� bildet ��z� in der

Phasenebene jedoch eine Spirale um
������ d	 h	 ��z� 
 � f�ur manche z	 Im

Bild �	� w�urde ��z� an der Frontspitze mit gegen Null gehender Einh�ullenden
um � � � oszillieren	

Man sollte sich nicht dadurch verwirren lassen� da� ��� �� � ��� �� ein
stabiler Fixpunkt des dynamischen Systems ��	���� c � � aber eine insta�
bile station�are L�osung der Fishergleichung ��	�� ist� und da� entsprechend
��� �� � ��� �� ein instabiler Fixpunkt von ��	���� aber c � � eine stabile sta�
tion�are L�osung von ��	�� ist	 Dies liegt einfach daran� da� wegen z � x� vt die
positive z�Richtung die negative t�Richtung ist	 F�ur ��	��� spielt z die Rolle
des Zeitparameters� f�ur ��	�� hingegen t	

Zusammenfassend halten wir fest� da� es zu jedem Wert v � �
p
� eine

eindeutig bestimmte� physikalisch relevante Reaktionsfrontl�osung der Fisher�
gleichung gibt	 F�ur v 
 �

p
� werden die L�osungen negativ und sind daher f�ur

die �ublichen Anwendungen ausgeschlossen	

����� Der Ein�u	 der Anfangsbedingungen

Die n�achste Frage ist� welche Art von Anfangsbedingungen c�x� �� � c�x� t�jt��
f�ur die Fishergleichung ��	�� sich zu einer station�aren Reaktionsfrontl�osung mit
welcher Geschwindigkeit v entwickeln	 Eng damit verbunden ist die Frage nach
der Stabilit�at einer gegebenen station�aren Reaktionsfrontl�osung� da man eine
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solche� versehen mit einer kleinen St�orung� auch als Anfangsbedingung betrach�
ten kann	

Nach einem Satz von Kolmogorov �Kolmogorov et al	� ��
�� konvergieren
stetige� positive Anfangsbedingungen� die einen halbendlichen Tr�ager haben�
im Limes t � � gegen die eindeutig bestimmte Reaktionsfrontl�osung mit der
Geschwindigkeit vmin � �

p
�	 Die Anfangsbedingungen m�ussen also folgenden

Forderungen gen�ugen�

c�x� �� �

	
� f�ur x 
 x�
� f�ur x � x�

mit x� 
 x� ��	���

c�x� �� � � und �uberall stetig

x� und x� sind dabei beliebige� endliche Schranken f�ur das Gebiet� in dem
c�x� �� von � und � abweicht	 Man kann die Aussage des Satzes noch erwei�
tern auf Anfangsbedingungen� die f�ur x � � steiler als exp��x�p�� gegen
� gehen �Murray� �����	 Mit Anfangsbedingungen� die die Forderungen ��	���
nicht erf�ullen� h�angt das Verhalten der Front und speziell ihre Geschwindigkeit
aber in jedem Falle emp�ndlich von kleinsten St�orungen an der Frontspitze
�wo c � �� ab	 Alle physikalisch relevanten Anfangsbedingungen erf�ullen die
Forderungen ��	���� insbesondere wenn c f�ur eine Konzentration von diskreten
Teilchen steht	

Weiterhin ist zu bemerken� da� die asymptotische Front selber die Bedin�
gung ��	��� nicht erf�ullt� die ihr entsprechende Trajektorie kann� wie bei allen
station�aren Reaktionsfrontl�osungen von ��	�� und ��	��� die Fixpunkte des dy�
namischen Systems nicht f�ur endliches z erreichen	 Das hei�t auch� da� die
Fronten� die aus einer Anfangsbedingung entsprechend ��	��� entstehen� zwar
gegen die asymptotische Front konvergieren� sie aber nicht nach endlicher Zeit
erreichen 	

��� Die Stabilit�at der Reaktionsfrontl�osungen

F�ur die physikalisch relevanten Anfangsbedingungen konvergiert die resultie�
rende Front gegen die station�are L�osung mit der Geschwindigkeit vmin � �

p
�	

Betrachten wir nun die Stabilit�at der Front gegen St�orungen	
Die Frage nach der Stabilit�at der L�osungen der Modellgleichungen gegen

St�orungen oder Fluktuationen ist nat�urlich in jedem physikalischen Modell von
zentraler Bedeutung	 Externe Fluktuationen stehen f�ur Ein��usse der kom�
plizierten Umwelt auf das betrachtete System� die in den Modellgleichungen
nicht explizit enthalten sind	 Interne Fluktuationen bei Reaktions�Di�usions�
Prozessen kommen daher� da� die Konzentrationsvariable f�ur den lokalen Mit�
telwert der Anzahl diskreter Teilchen steht� die exakte Dynamik aber von den
Details der mikroskopischen Dynamik der Teilchen abh�angt	 In Kapitel �� im
Rahmen der ��Entwicklung� werden wir genauer sehen� in welchem Sinne sich
die diskrete Natur des Systems in Form interner Fluktuationen auf die Dynamik
der Mittelwerte auswirkt	

��z� sei eine station�are Reaktionsfrontl�osung der Fishergleichung� also eine
L�osung von ��	�� unter den Bedingungen ��	��	 Zu einer Zeit t� �uberlagern wir
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eine kleine� spontane St�orung ���z� t��	 Die resultierende Front � � �� ist nun
im allgemeinen nicht mehr station�ar� und wir betrachten die Zeitentwicklung
von ���z� t� f�ur t � t�	

Die Front ��z� ist asymptotisch stabil �oder stabil im Sinne von Lyapu�
nov�� wenn sich die gest�orte Front nach gen�ugend langer Zeit wieder zur ur�
spr�unglichen Front ��z� mit der gleichen Geschwindigkeit v entwickelt� d	 h	

lim
t��

���z� t� � � �z � ��	���

Wir nennen die Front formstabil� wenn sie sich f�ur t � � zu einer sta�
tion�aren Front ��z � �z� mit der gleichen Geschwindigkeit v entwickelt� die
gegen�uber der urspr�unglichen seitlich um den Betrag �z versetzt ist	

lim
t��

�� � ����z� t� � ��z � �z� �z � ��	�
�

Dann gelten die folgenden Aussagen�

� Die Reaktionsfront mit der Geschwindigkeit v � vmin ist formstabil	

� Es gibt keine asymptotisch stabilen Reaktionsfronten	

Auf die erste Aussage werden wir in Abschnitt �	
	� eingehen	 Da aus asym�
ptotisch stabil formstabil folgt� ist die einzige Kandidatin f�ur eine asymptotisch
stabile Front diejenige mit der Geschwindigkeit vmin	 In Abschnitt �	
	� werden
wir zeigen� da� es zu ihr St�orungen �� gibt� die ��	��� nicht gen�ugen	 Weiterhin
werden wir dort eine lineare Stabilit�atsanalyse der Frontl�osungen durchf�uhren�
die Aussagen und die Begri�e� die wir daraus gewinnen� werden sp�ater f�ur das
Verst�andnis der Simulationsergebnisse und f�ur die ��Entwicklung sehr wichtig
sein	

����� Formstabilit�at

Zur Begr�undung der ersten Aussage im Kasten �uberlegen wir uns zun�achst� da�
alle die Reaktionsfronten � formstabil sind� die sich aus Anfangsbedingungen
der Form ��	��� entwickelt haben	 Sie sind der asymptotischen Front mit der
Geschwindigkeit vmin beliebig nahe� erreichen sie aber nie exakt	 Insbesondere
ist ihr Tr�ager nach rechts beschr�ankt� denn der Tr�ager der Anfangsbedingung
war nach rechts beschr�ankt� und die Front breitet sich mit endlicher Geschwin�
digkeit aus	 Nun m�ussen wir an die St�orung nur die Forderung stellen� da�
sie auch einen nach rechts beschr�ankten Tr�ager hat� dann erf�ullt die gest�orte

Front die Kolmogorovschen Bedingungen ��	��� und entwickelt sich mit der
Zeit wieder zu der �bis auf Translationen� eindeutig bestimmten Front mit der
Geschwindigkeit vmin	

Die Forderung� da� die St�orung einen nach rechts beschr�ankten Tr�ager hat�
ist in den physikalisch relevanten F�allen immer erf�ullt� da � eine Teilchenkon�
zentration beschreibt� und Teilchen in dem Gebiet vor der Front� wo � � � gilt�
nicht aus dem Nichts entstehen sollen	

Auch die asymptotische Front selbst ist formstabil sonst w�are der zitierte
Satz von Kolmogorov wenig brauchbar	 Die exakte mathematische Analyse ist
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aber komplizierter �Aronson!Weinberger� �����	 In diesem Rahmen begn�ugen
wir uns mit der linearen Stabilit�atsanalyse �Murray� ������ die zwar f�ur kleine�
aber endliche St�orungen keinen exakten Beweis liefert� aber die Aussage im�
merhin plausibel macht	

����� Lineare Stabilit�atsanalyse f�ur die Reaktionsfront

Dazu schreiben wir die
�
kleine St�orung� �� der station�aren L�osung � im Sinne

der St�orungstheorie als �g mit dem Entwicklungsparameter � und der zweimal
di�erenzierbaren Funktion g aus dem Tangentialraum im Punkt �	 Wir be�
trachten nur St�orungen g mit in dem Intervall �z�� z�� beschr�anktem Tr�ager�
also solche� die weit vor und nach der Front verschwinden	 F�ur die Fluktua�
tionen weit nach der Front interessieren wir uns hier nicht� da wir wissen� da�
der homogene station�are Zustand � � � asymptotisch stabil ist	 Erlaubt das
System Fluktuationen auch beliebig weit vor der Front� wo � � � sein soll� ist
die hier durchgef�uhrte Analyse nicht anwendbar	 Setzen wir die gest�orte Reak�
tionsfront ��z� � �g�z� t� in die Fishergleichung im mitbewegten Bezugssystem
��	�� ein� so erhalten wir in erster Ordnung in ��

�

�t
g�z� t� � �Hg�z� t� �

mit dem linearen Di�erentialoperator

H � �� ��

�z�
� v

�

�z
� � � ���z� � ��	���

H ist zeitunabh�angig� da � station�ar ist	 Mit dem Ansatz g�z� t� �
g�z� exp���t� gelangen wir zu dem Eigenwertproblem

Hg�z� � �g�z�� g�z�� � g�z�� � �� z� 
 z 
 z� � ��	���

Um den Anteil erster Ordnung v �
�z in H zu beseitigen� trennen wir von g einen

Exponentialfaktor ab	 Das entspricht einer quadratischen Erg�anzung�

h�z� � evz���g�z� �

und das transformierte Eigenwertproblem f�ur h ist��
�� d�

dz�
�

v�

��
� � � ���z�

�
h�z� � �h�z�� h�z�� � h�z�� � � � ��	���

Der Operator auf der linken Seite� dessen Eigenwerte wir suchen� ist hermitesch
und hat daher nur reelle Eigenwerte	 Der Physiker ist vertraut mit der Eigen�
wertgleichung ��	���� denn sie ist identisch mit der station�aren Schr�odingerglei�
chung eines Teilchens der Masse �

���� und der Energie � in einem Potential

V �z� � v���� � � � ���z� �

Wenn v 
 �
p
�� hat H auch negative Eigenwerte� d	 h	 es gibt St�orungen g�

die� sobald sie einmal auftreten� immer weiter anwachsen	
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Wenn v � �
p
�� ist V �z� f�ur alle z positiv	 In diesem Falle sind alle Eigen�

werte � von ��	��� reell und positiv �Murray� ������ die Front ist stabil gegen
alle St�orungen mit beschr�anktem Tr�ager	

Unabh�angig von v existiert immer ein Nulleigenvektor g� von H mit unbe�
schr�anktem Tr�ager�

Hg� � � � g� ��
��

�z
� ��	���

wie man leicht durch Ableiten von ��	�� nach z nachpr�uft	 Der Tr�ager der
translativen St�orung g� ist unbeschr�ankt� weil ��z� die Werte � und � erst im
Unendlichem erreicht	 g� entspricht einer in�nitesimalen Versetzung der Front
entlang der z�Achse� die die Frontform erhalten l�a�t� denn

��z � �z� � ��z� � �z
d��z�

dz
� O��z�� �

Dieses Resultat beruht auf der Translationsinvarianz der Fishergleichung und
gilt daher �uber die lineare N�aherung hinaus auch f�ur endliche Versetzungen
"��z� �� ��z � "z�� ��z�	

Zus�atzlich zu den ged�ampften St�orungen mit endlichem Tr�ager m�ussen wir
bei unserer Stabilit�atsbetrachtung aus den folgenden Gr�unden auch g� ber�uck�
sichtigen� Als die Ableitung von ��z� geht g� f�ur z � 	� jeweils gegen �
und l�a�t sich durch Eigenvektoren von H mit endlichem Tr�ager beliebig gut
approximieren	 Weiterhin betrachtet man in numerischen und experimentel�
len Anwendungen Fronten� die nach einer gro�en� aber endlichen Zeit t aus
Anfangsbedingungen vom Typ ��	��� hervorgegangen sind	 Diese kommen der
station�aren Reaktionsfront zwar beliebig nahe� da sie nach dem Satz von Kol�
mogorov f�ur t�� gegen sie konvergieren� erreichen sie aber nicht� und insbe�
sondere hat ihre Ableitung f�ur alle endlichen Zeiten einen endlichen Tr�ager	

Zusammen ergibt sich folgendes Bild� Es gibt einen Nulleigenvektor g� von
H	 Entsprechend gibt es auch endliche St�orungen "�� die die Front seitlich ver�
setzen und die nie ged�ampft werden	 Daraus folgt die zweite Behauptung auf
Seite ��� nach der es keine asymptotisch stabilen Reaktionsfrontl�osungen der
Fishergleichung gibt	 Alle Eigenvektoren von H mit endlichem Tr�ager geh�oren
zu einem positiven Eigenwert sie sind also ged�ampft� oder was gleichbedeutend
ist� die station�are Reaktionsfront ist in linearer N�aherung stabil gegen diese Art
von Fluktuationen	 Die Charakterisierung der positiven Eigenvektoren durch
ihren endlichen Tr�ager ist etwas technisch und wird uns im folgenden nicht sehr
hilfreich sein	 Man kann sich �uberlegen� da� man sie auch dadurch charakteri�
sieren kann� da� sie die Frontform ver�andern� w�ahrend g� die Front nur seitlich
verschiebt	 Das bedeutet im wesentlichen� da� alle Eigenvektoren� die nicht
proportional zu g� sind� positiven Eigenwert haben� im Einklang mit der ersten
Behauptung auf Seite ��	

Somit ist die station�are Reaktionsfront mit der Geschwindigkeit vmin �
�
p
�� die sich aus physikalisch relevanten Anfangsbedingungen entwickelt� form�

stabil� aber nicht asymptotisch stabil im Sinne von ��	��� und ��	�
�	 Die Po�
sition der Front ist translativen Fluktuationen ausgesetzt� die nicht ged�ampft
werden	 Damit stellt sich sofort die Frage nach der Geschwindigkeit der Front
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unter dem Ein�u� translativer Fluktuationen� die sich im Rahmen der deter�
ministischen Di�erentialgleichungen vom Typ ��	�� nicht beantworten l�a�t� wir
brauchen eine stochastische Beschreibung	

��� Beispiele

Zum Schlu� des Kapitels sollen zwei Beispiele f�ur populationsdynamische Mo�
delle� die die Fisher�Gleichung zur mathematischen Beschreibung der Ausbrei�
tung einer neuen Spezies benutzen� vorgestellt werden	

��
�� Die Ausbreitung eines vorteilhaften Gens

Ihren Namen hat die Gleichung ��	�� aufgrund einer vielbeachteten Publika�
tion von R	 A	 Fisher �Fisher� ��
��	 Betrachten wir eine Population� die ein
Gebiet mit etwa homogener Bev�olkerungsdichte bewohnt	 Wenn nun irgendwo
in diesem Gebiet eine dominante Mutation auftritt� die f�ur das �Uberleben des
Individuums vorteilhaft ist� erwarten wir� da� im Verlauf der Reproduktion
die H�au�gkeit dieses mutierten Gens zunimmt	 Durch die Wegwanderung der
Kinder von ihren Eltern wird es sich �uber das gesamte Gebiet ausbreiten	 F�ur
die mathematische Beschreibung dieser r�aumlichen Ausbreitung hat Fisher die
Gleichung ��	�� vorgeschlagen dabei schon darauf hingewiesen� da� sie die de�
terministische Version eines eigentlich stochastischen Modells ist	 Die Glei�
chung ��	�� ist eine nat�urliche Erweiterung des logistischen Wachstumsmodells�
in der die r�aumliche Bewegung der betrachteten Individuen durch eine lineare
Di�usion beschrieben wird	 Obwohl ��	�� heute durchg�angig als die Fisherglei�
chung bezeichnet wird� wurden bereits ���� von Luther Reaktionsfronten in
chemischen Reaktionen entdeckt und untersucht �Murray� ����� dabei verwen�
dete Luther auch eine ��	�� entsprechende Gleichung	

��
�� Die Verdr�angung der J�ager und Sammler durch neu�

steinzeitliche Bauern in Europa

Dies ist ein interessantes Beispiel f�ur technologiebegr�undetes Bev�olkerungs�
wachstum und Ver�anderungen in der menschlichen Gesellschaft �Cohen� �����
Ammermann!Cavalli�Sforza� �����	 Die betrachtete Observable c ist die Anzahl
der Bauern pro Fl�ache	 Als Ausgangssituation betrachten wir das von mesoli�
thischen J�agern und Sammlern besiedelte Europa� und c ist �uberall null	 Man
hat arch�aologische Hinweise daf�ur� da� f�ur eine lange Zeit �mindestens �����
���� Jahre� die Bev�olkerungsdichte der J�ager und Sammler auf dem durch die
Naturresourcen gegebenen Maximalwert war� und da� die einzelnen J�ager und
Sammler sich nur innerhalb ziemlich stabiler� begrenzter Gebiete bewegten	
Demnach ist es sehr wahrscheinlich� da� die J�ager�und�Sammler�Populationen
in Europa linguistisch und genetisch sehr heterogen waren	 Die J�ager und
Sammler verschwanden um ���� v	 Chr	 aus Europa� gleichzeitig trat eine neue
Lebens� und Wirtschaftsweise� die neusteinzeitliche Landwirtschaft auf	 Der
Rand des von Bauern besiedelten Gebiets schob sich mit ca	 � km�Jahr voran	
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Es gibt nun zwei M�oglichkeiten� wie die Landwirtschaft die J�ager�und�Sammler�
Lebensweise verdr�angt haben k�onnte�

� Technologiedi
usion� Die eingeborenen J�ager und Sammler k�onnten
die Landwirtschaft von den einziehenden Bauern gelernt und angenommen
haben und erfolgreich im Kampf um Lebensraum bestanden haben	 Die
Anzahl der Leute� die Landwirtschaft treiben� w�urde dann im einfachsten
Fall einer Di�usiongleichung

�c

�t
� �

��c

�x�

gehorchen	 Dies h�atte aber eine deutliche linguistische und genetische
Heterogenit�at zur Folge gehabt	 Tats�achlich �ndet man in der Neuzeit
aber eine damit nicht zu vereinbarende Homogenit�at	

� Verdr�angung� die eingeborenen J�ager und Sammler haben die Land�
wirtschaft nicht �ubernommen	 Die Landwirtschaft erlaubt eine etwa ���
fach gr�o�ere Bev�olkerungsdichte auf dem gleichen Boden	 Diese maxi�
male� stabile Bev�olkerungsdichte der Bauern entspricht dem Parameter
A�B der Fisher�Gleichung ��	��	 Die J�ager und Sammler sind von der
�Ubermacht der sich ansiedelnden Bauern im Kampf um die Resourcen

�uberw�altigt und ausgerottet worden	 Dies w�urde die relative genetische
und linguistische Homogenit�at in Europa erkl�aren	

Der Ursprung dieser Invasion liegt wahrscheinlich im
�
fruchtbaren Halbmond�

�Levant� Anatolien� Mesopotamien�	 Die Sprachfamilie� zu der bis auf wenige
Ausnahmen wie z	 B	 baskisch fast alle europ�aischen Sprachen geh�oren� ist die
indoeurop�aische	 Man beachte� da� bei der ersten M�oglichkeit die Di�usion
der �uberlegenen Technologie in einer sich kaum �andernden Bev�olkerungsstruk�
tur alleine f�ur die Ausbreitung verantwortlich ist� w�ahrend im zweiten Fall die
Reaktion� also die starke Vermehrung der Menschen� die die Technologie an�
wenden� bis zu einer gewissen Kapazit�atsgrenze eine entscheidende Rolle spielt	
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Die Mastergleichung f�ur Reaktions �

Di�usions � Systeme

��� Erzeugungs� und Vernichtungs�Proze�
��� Fundamentale Annahmen
��� Mittelung �uber die mikroskopischen Variablen

����� Grunds�atzliches zur Mittelung
����� Ein einfaches Reaktionsmodell

��� Formulierung der chemischen Mastergleichung
��� Die Teilchen�Di	usion als Random Walk



Nun haben wir aber sehr viel seltener Gelegenheit� den Begri	

der Wahrscheinlichkeit auf die Vergangenheit als auf die Zukunft
anzuwenden��
H� W� Gibbs�

I
n diesem Kapitel wird die mesoskopische Beschreibung der Dynamik
von Reaktions�Di	usions�Prozessen mittels multivariater Mastergleichun

gen vorgef�uhrt� Die mesoskopische� stochastische Beschreibung ist notwen


dig� um Information �uber die Fluktuationen zu bekommen� Sie ist e�zient�
anschaulich und auf einfache und geradlinige Weise durch Computersimulatio

nen zug�anglich � das soll in diesem und den folgenden Kapiteln klar werden�

Um konkret zu sein� betrachten wir in diesem Kapitel chemische Reaktionen�
Mit der



chemischen Mastergleichung� macht man aus der Not der Unkenntnis

der mikroskopischen Variablen �z� B� Orte� Impulse� innere Freiheitsgrade von
Molek�ulen in einem Gemisch� eine Tugend� Man interessiert sich nur f�ur die
Anzahl der Teilchen jeder Sorte im Gef�a� oder in Partitionen des Gef�a�es� den

�Zitiert in �von Weizs�acker� ������

��
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Ein�u� der mikroskopischen Variablen ber�ucksichtigt man dadurch� da� diese
Teilchenzahlen keine deterministische� sondern eine stochastische Dynamik ha

ben�

Die zentralen Gr�o�en� um die es dabei geht� sind die Wahrscheinlichkei

ten� mit der die verschiedenen m�oglichen Reaktionen und di	usiven �Uberg�ange
im n�achsten Zeitintervall geschehen� Diese Wahrscheinlichkeiten k�onnen �
zumindest im Prinzip� bei genauer Kenntnis der Reaktionsdynamik durch Mit

teln �uber die Verteilung der mikroskopischen Variablen erhalten werden� Der
f�ur die G�ultigkeit der Mastergleichung entscheidende Schritt ist die Annahme�
da� die Verteilungen der einzelnen mikroskopischen Variablen zu allen Zeiten
unabh�angig sind� Die Orte gleichverteilt und die restlichen Freiheitsgrade im
thermischen Gleichgewicht�

Die so erhaltenen �Ubergangsraten zwischen den �allein durch die Teilchen

zahlen gegebenen� Zust�anden de�nieren die



chemische Mastergleichung�� das

hei�t� die Besetzungszahlen der verschiedenen Teilchensorten bilden einen Mar

kovschen stochastischen Proze�� Die Mastergleichung liefert mehr Information
als die Ratengleichung� in der die Besetzungszahlen nur deterministische Funk

tionen der Zeit sind� In diesem Sinne hei�t die Mastergleichung mesoskopisch�
Sie benutzt und liefert weniger Information als eine komplette mikroskopische
Theorie �wenn eine solche �uberhaupt l�osbar w�are�� aber mehr als die makro

skopischen Ratengleichungen� Eines der Anliegen dieses Kapitels ist es� zu zei

gen� da� diese Mehrinformation physikalisch sinnvoll ist� die chemische Master

gleichung ist kein ad hoc�Modell� das man aufgrund heuristischer Annahmen
hinschreibt und das sich dann mit etwas Gl�uck durch den Erfolg rechtfertigt�
sondern sie gewinnt �wenn die Voraussetzungen gegeben sind� ihren Wert a
priori aus einer mikroskopischen Theorie�

Das Kapitel gliedert sich wie folgt� In Abschnitt ��� wird gezeigt� wie man
die Reaktion als einen stochastischen Erzeugungs
 und Vernichtungsproze� be

schreiben kann� dessen zeitliche Entwicklung durch die Mastergleichung gegeben
ist� Im Abschnitt ��� werden die Bedingungen aufgestellt und kommentiert�
die jedes Reaktions�Di	usions�System erf�ullen mu�� damit diese mesoskopi

sche Beschreibung �uberhaupt gerechtfertigt ist� Die �Ubergangsraten zwischen
den durch die Teilchenzahlen gegebenen Zust�anden stellen wir in Abschnitt ���
auf� In einem ersten Teil �uberlegen wir uns� da� die �Ubergangsraten existieren�
wenn die Mittelung �uber die mikroskopischen Variablen grunds�atzlich m�oglich
ist� Danach f�uhren wir die Mittelung f�ur ein einfaches Reaktionsmodell explizit
durch� Dies ist der grundlegende Schritt zur Mastergleichung� Schlie�lich wird
in Abschnitt ��� die Di	usion durch einen kollektiven Random Walk nicht�
wechselwirkendender Teilchen beschrieben�
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��� Die Beschreibung chemischer Reaktionen als

Erzeugungs� und Vernichtungs�Proze��

Unter einer chemischen Reaktion verstehen wir

� reaktive Kollisionen von zwei �oder mehreren� Molek�ulen� A�B � C�D�
sowie

� die spontane �d� h� nicht sto�induzierte� Spaltung oder Umwandlung eines
Molek�uls� A� B � C� A� B�

In einer mikroskopischen Beschreibung ist der Begri	 einer Reaktion ein
Sammelbegri	 f�ur Prozesse� in denen Molek�ule Elektronen� Atome oder Grup

pen austauschen� sich zusammenlagern oder spalten� Sind mehrere Molek�ule
beteiligt� m�ussen sie sich daf�ur nahe genug kommen� das hei�t kollidieren� Da
Drei�K�orper�St�o�e selten sind� ist in der Praxis die Anzahl der beteiligten Mo

lek�ule vor der Reaktion eins oder zwei� eventuell drei� wenn ein Katalysator
vorhanden ist� Reaktionen� die �uber Zwischenschritte ablaufen� werden durch
die entsprechende Sequenz elementarer Reaktionen dargestellt�

H�atte man die mikroskopischen Variablen aller Molek�ule zur Verf�ugung und
k�onnte die entsprechenden Bewegungsgleichungen l�osen� so w�u�te man stets
genau� wann welche Molek�ule kollidieren und ob und wie sie gegebenenfalls
reagieren� F�ur Vielteilchensysteme ist dies nat�urlich nicht m�oglich und auch
kaum w�unschenswert� Die Idee der mesoskopischen Beschreibung ist nun� Re

aktionen als instantane Ereignisse anzusehen� bei denen Molek�ule erzeugt und
vernichtet werden� Die Reaktion O� � O � O� zum Beispiel vernichtet ein
Sauersto	molek�ul und ein Sauersto	atom und erzeugt ein Ozonmolek�ul�

Betrachten wir ein zun�achst abgeschlossenes Volumen �� in dem sich ver

schiedene chemische Substanzen Xj �j � �� � � � � J� be�nden� Die Anzahl der
Molek�ule der Sorte Xj sei Nj � Im mesoskopischen Bild der chemischen Master

gleichung sehen wir von den mikroskopischen Variablen der Molek�ule ab und
ber�ucksichtigen nur die Anzahl von Molek�ulen jeder Sorte� Der Zustand des Ge

misches ist in diesem Sinne also gegeben durch das J
Tupel N � �N�� � � � � NJ�
von Besetzungszahlen� Der Zustandsraum ist NJ� � f�N�� � � � � NJ�jNj � N�g
und somit diskret und abz�ahlbar unendlich�

Der Zustand des Gemisches �andert sich� wenn eine Reaktion geschieht� Ganz
allgemein geht durch eine Reaktion der Zustand N � in den Zustand N �uber� Da
wir die mikroskopischen Variablen ignorieren� k�onnen wir nicht deterministisch
bestimmen� wann welche Reaktion als n�achste geschieht� aber wir k�onnen ih

nen unter gewissen Voraussetzungen �die das Thema des Abschnittes ��� sind�
Wahrscheinlichkeiten zuordnen� Die Rate� d� h� die Wahrscheinlichkeit pro Zeit�
mit der eine Reaktion N � � N geschieht� ist dann das Produkt aus der Wahr

scheinlichkeit P �N �� t�� mit der das System momentan �uberhaupt im Zustand
N � ist� und einer Rate WN�N �� die zu dem betrachteten �Ubergang N � � N

�In der englischsprachigen Literatur ist die etwas gri	gere Bezeichnung Birth
and
Death

Process �ublich�
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geh�ort� Auf diese Weise gelangen wir zur Mastergleichung �Honerkamp� �����

d

dt
P �N� t� �

X
N �

WN�N �P �N �� t��WN ��NP �N� t� � �����

Der erste Term ist der Gewinnterm� er steht f�ur den momentanen Zuwachs der
Wahrscheinlichkeit P �N� t� durch Reaktionen� die das Gemisch vom Zustand N �

in den Zustand N versetzen� Entsprechend ist der zweite Term mit negativem
Vorzeichen als Verlustterm zu interpretieren� er steht f�ur die Abnahme von
P �N� t� durch Reaktionen� die das System vom Zustand N in den Zustand N �

versetzen� Durch die Summation �uber N � ber�ucksichtigt man alle m�oglichen
Startzust�ande der gewinnbringenden und alle m�oglichen Zielzust�ande der ver

lustbringenden �Uberg�ange�

Zur Darstellung von Mastergleichungen in Reaktions�Di	usions�Prozessen
erweist es sich als n�utzlich� die folgenden elementaren Erzeugungs
 und Ver

nichtungsoperatoren zu benutzen �van Kampen� ������ Sie sind de�niert durch

EjF �� � � � Nj� � � �� �� F �� � � � Nj � �� � � �� �

E��j F �� � � � Nj� � � �� ��

�
F �� � � � Nj � �� � � ��� wenn Nj � �
�� wenn Nj � � �

Hierbei ist F eine beliebige Funktion der Zustandsvariablen �N�� � � � � NJ�� Die
Operatoren Ej und E��j sind genau dann zueinander invers� das hei�t EjE

��
j �

EjE
��
j � �� wenn F an der Stelle Nj � � den Wert � annimmt�

Eine Reaktion wird beschrieben durch ihre st�ochiometrischen Koe�zienten
sj � rj in der Form

s�X� � � � �� sJXJ � r�X� � � � �� rJXJ � �����

sj und rj sind nichtnegative ganze Zahlen� Sind mehrere Typen von Reaktionen
m�oglich� dann geh�ort zu jeder ein Satz von �J Zahlen �s�� � � � � sJ � r�� � � � � rJ��
Der E	ekt einer Reaktion auf die Teilchenzahlen ist gegeben durch

Nj � Nj � sj � rj f�ur j � � � � �J � �����

oder kompakter unter Verwendung der E
Operatoren

N �
�
� JY
j��

E
rj�sj
j

�
AN �

Die Substanz Xj ist ein Katalysator der Reaktion� wenn rj � sj � �� Wenn
rj � sj � � gilt� ist Xj ein Autokatalysator� Die Umkehrreaktion wird als
weitere� unabh�angige Reaktion betrachtet� bei der die sj und rj vertauscht
sind� X

j

rjXj �
X
j

sjXj �

Wegen der anschaulichen Interpretation von WN�N � als �Ubergangsrate zwi

schen diskreten Zust�anden wird die Mastergleichung oft auch benutzt� um heuri

stische stochastische Modelle komplexer Systeme zu formulieren� Im Gegensatz



���� Fundamentale Annahmen ��

dazu wollen wir in den nun folgenden Abschnitten im Detail kl�aren� wann und
wie sich f�ur Reaktions�Di	usions�Prozesse eine Mastergleichung in den Beset

zungszahlen aus einfachen �



fundamentalen�� mikroskopischen physikalischen

�Uberlegungen konstruieren l�a�t� Die Frage nach dem


wann� ergibt einige Be


dingungen� die wir an das Reaktions�Di	usions�System stellen m�ussen� Die
Frage nach dem



wie� bedeutet� die �Ubergangsraten WN�N � auszurechnen�

��� Fundamentale Annahmen zur chemischen Master�

gleichung

But if one cannot demonstrate a rigorous microphysical basis for
the chemical master equation� then one cannot accord its solutions
any a priori validity� In fact� the prevailing view today seems to be
that the chemical master equation does not have a priori validity�
and that its physical �delity can be assessed only through a poste

riori comparisons of its predictions with the results of experiments
� either real experiments or molecular dynamics experiments�
Daniel T� Gillespie�

In dem Artikel� aus dem diese Passage stammt� argumentiert Gillespie�
der Pionier der Mastergleichungssimulationen� gegen die anscheinend vorherr

schende Meinung� die chemische Mastergleichung sei nur ein heuristisches Mo

dell ohne a priori G�ultigkeit� Wir wollen zun�achst in diesem Abschnitt� Gil

lespies Argumentation folgend� drei fundamentale Annahmen �uber das Mo

lek�ulgemisch formulieren und kurz kommentieren� Anschlie�end �im n�achsten
Abschnitt ���� wird dann gezeigt� wie sie der Mastergleichung eine a priori
G�ultigkeit verscha	en�

�� Das Gemisch der Molek�ule im konstanten Volumen � ist immer r�aum

lich homogen� das hei�t� zu jedem Zeitpunkt ist f�ur jedes Molek�ul die
Wahrscheinlichkeit� es in einem Teilgebiet �� des Gesamtvolumens � zu
�nden� gleich ���� unab�angig von der Wahl des Teilgebietes� Die Orte
der Molek�ule sind also stochastisch unabh�angige� in � gleichverteilte Zu

fallsvariablen�

�� Die translativen Freiheitsgrade sind im thermischen Gleichgewicht bei der
konstanten Temperatur T � Die Geschwindigkeiten der Molek�ule sind dann
Maxwell�Boltzmann
verteilt� d� h� ihre drei Komponenten vi �i � �� �� ��
sind stochastisch unabh�angige� normalverteilte Zufallsvariablen mit Mit

telwert � und Varianz kBT�m mit den Dichten

pMB�vi� �

r
m

��kBT
exp�� mv�i

�kBT
� � �����

�� Die inneren Freiheitsgrade der Molek�ule sind auch im thermischen Gleich

gewicht� mit derselben Temperatur T wie die translativen�

�Zitiert aus �Gillespie� ������
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Bemerkungen

Die Temperatur T des Gemisches im Volumen � mu� wohlde�niert sein
�Reichl� ������ Wenn sie sich zeitlich �andert� mu� diese �Anderung simultan in
ganz � statt�nden� Damit die Verteilung der Geschwindigkeiten der Molek�ule
immer Maxwell�Boltzmannsch bleibt� m�ussen die elastischen� nichtreaktiven
Kollisionen� die die kinetische Energie gleichm�a�ig auf alle Teilchen verteilen�
h�au�g genug sein� Die mittlere freie Wegl�ange der Molek�ule mu� also viel klei

ner sein als die Abmessungen des Volumens �� Also d�urfen das Volumens �
sowie die Gesamtteilchendichte nicht zu klein sein� Dies ist z� B� erf�ullt in einer
verd�unnten L�osung oder in der Gasphase bei Anwesenheit einer gen�ugenden
Konzentration eines inerten �nichtreagierenden� Gases�

Andererseits stellt die Bedingung der r�aumlichen Homogenit�at von Orts

und Impulsverteilung eine Obergrenze f�ur das Volumen �� Was zu tun ist�
wenn man gr�o�ere Reaktionsgef�a�e betrachten will� wird in Abschnittes ���
diskutiert�

Damit Annahme � erf�ullt sein kann� m�ussen die Zeitskalen der St�o�e und der
Reaktionen klar getrennt sein� Die Zeit� die die Reaktion f�ur die Umwandlung
der Molek�ule gem�a� ����� braucht� mu� vernachl�assigbar kurz sein gegen�uber
der typischen Zeit zwischen den St�o�en� Ist sie sehr viel l�anger� dann m�ussen
langlebige angeregte Zust�ande in die Liste der Xj als weitere Teilchensorte
aufgenommen werden�

Es ist eine gut gesicherte experimentelle Tatsache� da� viele reale Systeme
die Annahmen � bis � und die daraus gezogenen Schlu�folgerungen in guter
N�aherung erf�ullen �van Kampen� ������

��� Herleitung der �Ubergangsraten durch Mittelung

�uber die mikroskopischen Variablen

In diesem Abschnitt zeigen wir� �Gillespie� ����� folgend� die Behauptung�

Die Wahrscheinlichkeit� da� eine zuf�allig aus dem Gef�a�volumen � ausgew�ahlte
Kombination von Molek�ulen� die aufgrund der St�ochiometrie reagieren k�onnten�
in dem kleinen Zeitintervall �t� t � �t� tats�achlich reagiert� l�a�t sich als k�t

schreiben� Dabei h�angt k von der betrachteten Reaktion� der Temperatur� dem
Volumen usw� ab� aber nicht von t und �t

Diese Behauptung ist der Kern der chemischen Mastergleichung und durch

aus nichttrivial� Hinter der Formulierung mittels einer Wahrscheinlichkeit
steckt das in der statistischen Mechanik �ubliche Prinzip� von der genauen� im
Prinzip deterministischen Beschreibung aller mikroskopischen Variablen des Sy

stems abzusehen und nur deren statistische Verteilungen zu betrachten�

����� Grunds�atzliches zur Mittelung

Eine Voraussetzung f�ur das folgende ist nat�urlich� da� es� wenigstens im Prinzip�
eine genaue� mikroskopische Beschreibung des Reaktionsgemisches gibt� Sie be




���� Mittelung �uber die mikroskopischen Variablen ��

inhaltet einen sehr gro�en Satz mikroskopischer Variablen� wie Orte� Impulse�
Drehimpulse und eventuell weitere innere Anregungszust�ande der Molek�ule�
Betrachten wir einen Mikrozustand Y � also einen vollst�andigen Satz der mikro

skopischen Variablen� zur Zeit t� dann kann man � wenigstens im Prinzip � f�ur
jede m�oglichen Kombination von Molek�ulen �die aufgrund der St�ochiometrie
reagieren k�onnten� exakt und deterministisch berechnen� ob sie im darau	ol

genden Zeitintervall �t tats�achlich reagiert�� Bezeichnen wir mit ��Y��t� den
Anteil der Kombinationen� die reagieren werden� an der Gesamtzahl der Kom

binationen� die zur Zeit t vorhanden sind� das ist eine Zahl zwischen � und ��

Nun kommt der Schritt von der mikroskopischen in die mesoskopische Welt�
die Funktion ��Y��t� interpretieren wir als die Wahrscheinlichkeit� mit der
eine beliebige aus dem Reaktionsgef�a� vom Volumen � herausgegri	ene Kom

bination von Molek�ulen bei Vorliegen des Mikrozustandes Y zur Zeit t im Zei

tintervall �t� t � �t� reagiert� Und da man den Mikrozustand Y nicht kennt
bzw� nicht kennen will� bildet man den Erwartungswert �uber seine Verteilung
und erh�alt so die Wahrscheinlichkeit der Reaktion� wenn man nichts �uber den
Mikrozustand wei� 

Die Bildung des Erwartungswertes ist nur dann m�oglich� wenn man die Ver

teilung P von Y kennt� Dies gew�ahrleisten aber gerade die Annahmen � bis ��
die Orte sind gleichverteilt in �� die Impulse Maxwell�Boltzmann�verteilt und
die inneren Freiheitsgrade im thermischen Gleichgewicht� Formal sieht die Mit

telung �uber alle mikroskopischen Zust�ande so aus�

!��t� �� h�iP �Y � �
Z
��Y��t�P �Y �dY �

Die Funktion !��t� ist die zum Beweis der Behauptung ben�otigte Wahrschein

lichkeit� mit der eine zuf�allig ausgew�ahlte Kombination von Molek�ulen im Zei

tintervall �t� t � �t� reagiert� Falls die Ableitung von !��t� an der Stelle �
existiert� kann man !��t� f�ur kleines �t als k�t schreiben� und die Behaup

tung ist gezeigt�

Welchen Wert k hat� kann man nur dann sagen� wenn man ein explizites
mikroskopisches Modell hat� mit diesem die hier erkl�arte Prozedur durchf�uhrt
und somit einen expliziten Ausdruck f�ur ��Y��t� erh�alt� Wie wir sehen werden�
sind die Voraussetzungen � bis � so stark� da� die Existenz von k f�ur bimole

kulare Reaktionen praktisch unabh�angig vom Reaktionsmodell gesichert ist� da
�t nur in die Kollisionswahrscheinlichkeit eingeht� und zwar linear�

����� Explizite Durchf�uhrung der Mittelung f�ur ein einfaches

Reaktionsmodell

Wir betrachten hier haupts�achlich bimolekulare Reaktionen� Reaktionen mit
mehr als zwei Partnern kommen praktisch nicht als



elementare Ereignisse�

�Damit dies eine wohlde�nierte Aufgabe ist� mu
 das Zeitintervall �t von
�
mesoskopischer�

Gr�o
e sein� Es mu
 viel l�anger sein als die Zeitskala� auf der die Reaktionen selbst ablaufen�
diesen Punkt haben wir bereits im letzten Abschnitt diskutiert� Es mu
 aber andererseits
kurz genug sein� da
 Wechselwirkungen zwischen den Reaktionen vernachl�assigbar sind� also
da
 die Frage� ob inzwischen schon andere Reaktionen geschehen sind� keine Rolle spielt�
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vor� d� h� man kann sie im allgemeinen als Verkettung mehrerer bi
 und mo

nomolekularer Reaktionen beschreiben� Zu monomolekularen Reaktionen der
Art A � B oder A � B � C soll ganz kurz nur folgendes gesagt wer

den� Wir nehmen an� da� eine solche Reaktion



spontan� durch quanten


mechanische Vorg�ange im Molek�ul ausgel�ost wird� analog zum radioaktiven
Zerfall� Dann ergibt die zeitabh�angige quantenmechanische St�orungstheorie�
wenn �t mesoskopisch� d� h� gro� gegen�uber mikroskopischen Zeitskalen ist�
da� die meisten schwach gest�orten energieerhaltenden �Uberg�ange linear mit �t

wachsende �Ubergangswahrscheinlichkeiten� also zeitunabh�angige �Ubergangs

raten haben �Gillespie� ������ Das sind gerade die f�ur die Mastergleichung
ben�otigten �Ubergangsraten k�

Bimolekulare Reaktionen

Damit zwei Molek�ule miteinander reagieren k�onnen� m�ussen sie sich erst einmal
gen�ugend nahe kommen� d� h� kollidieren� Nicht jede Kollision mu� zu einer
Reaktion f�uhren� Wenn sie es tut� vollzieht sich die Reaktion gem�a� Annahme �
instantan� Diesem Gedanken folgend schreiben wir !��t� in der Form

!��t� � P �Reaktion� �
X

alle Kollisionen

P �Reaktion j Kollision��P �Kollision��

�����
P �Kollision� ist die Wahrscheinlichkeit� da� eine der St�ochiometrie entspre

chende Kombination von zuf�allig aus � ausgew�ahlten Molek�ulen in der Zeit
t � � � t � �t kollidiert� P �Reaktion j Kollision� ist die bedingte Wahrscheinlich

keit der Reaktion� wenn eine Kollision erfolgt� Sie h�angt vom Sto�parameter�
den Ber�uhrungspunkten der im allgemeinen nicht kugelsymmetrischen Molek�ule
und von der Sto�energie ab� jedoch nicht von t und �t�

Bestimmung von P �Kollision�

Zur Bestimmung von P �Kollision� bedingen wir die Kollisionswahrscheinlich

keit nach der Relativgeschwindigkeit� zwei Molek�ule kollidieren� wenn der Be

trag der Di	erenz ihrer Ortsvektoren kleiner als ra � rb wird� ra und rb seien
typische Radien der Molek�ule� Die Wahrscheinlichkeit� da� eine solche Kolli

sion w�ahrend des kurzen Zeitintervalls �t passiert� wenn sich die Molek�ule mit
Relativgeschwindigkeit v zueinander bewegen� ist

P �Kollisionjv� �
v�t ��ra � rb�

�

�
�
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���
���

Das Bild aus �Gillespie� ����� zeigt ein
Xa�Molek�ul und den Di	erenzgeschwin

digkeitsvektor v� Genau wenn der Mittel

punkt des Xb�Molek�uls zum Zeitpunkt t

irgendwo in dem haubenf�ormigen Gebiet
ist� wird w�ahrend des Zeitintervalls �t� t �
�t� eine Kollision statt�nden� Das Gebiet
ist ein Zylinder vom Radius ra � rb und
H�ohe v�t� bei dem auf der einen �achen
Seite eine Halbkugel mit Radius ra � rb

herausgeschnitten und auf die andere Seite aufgesetzt wurde� Sein Volumen
ist ��ra�rb�

� v�t� und die Wahrscheinlichkeit� ein zuf�allig aus � ausgew�ahltes
Xb�Molek�ul darin zu �nden� ist nach Annahme � durch ��ra�rb�� v�t�� gege

ben� Hier ben�otigen wir explizit� da� �t gen�ugend klein ist� Nur dann k�onnen
St�o�e mit dritten Molek�ulen vernachl�assigt werden� Die Wahrscheinlichkeit�
da� die beiden zuf�allig aus � ausgew�ahlten Molek�ule die Relativgeschwindig

keit v haben� ergibt sich aus Annahme � �die beiden Einzelgeschwindigkeiten
sind unabh�angig voneinander Maxwell
Boltzmann�verteilt� aus der Faltung der
Verteilung der Einzelgeschwindigkeiten zu

P �v� �

�
m�

��kBT

��

�

exp

�
�m�v�

�kBT

�
�

wobei m� � mamb��ma � mb� die reduzierte Masse der beiden Molek�ule ist�
Zusammen ergibt sich�

P �Kollision� �
Z
R�

P �Kollisionjv�P �v� d�v

�

�
m�

��kBT

� �

�
Z
R�

exp

�
�m�v�

�kBT

�
v�t ��ra � rb��

�
d�v

�

s
��kBT

m�
� �ra � rb�

��t

�
�����

Bestimmung von P �Reaktion j Kollision�

Wir wollen diese Wahrscheinlichkeit f�ur ein einfaches Reaktionsmodell mit ku

gelsymmetrischen Molek�ulen berechnen� Dazu de�nieren wir die Sto�energie E
als die Energie� die bei der Kollision f�ur eine eventuelle Reaktion zur Verf�ugung
steht� E ist proportionial zur relativen kinetischen Energie �

�m
�v� der Molek�ule

vor dem Sto�� Wenn der Sto� nicht zentral ist �also Sto�parameter b �� ��� steht
die kinetische Energie aber nicht vollst�andig f�ur die Reaktion zur Verf�ugung� da
wegen der Drehimpulserhaltung die Molek�ule auch nach dem Sto� eine nichtver

schwindende Relativgeschwindigkeit haben m�ussen� In diesem einfachen Modell
ist der Sto� vollst�andig mikroskopisch parametrisiert durch v und b� und wir
schreiben E � E�v� b�� Die Verteilungen P �v� und P �b� von v und b sind nach
den Annahmen � und � unabh�angig�
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Das Modell ist� die Reaktion �nde immer dann statt� wenn bei der Kol

lision die Sto�energie E gr�o�er als ein bestimmter Schwellenwert � ist� Die
Reaktionswahrscheinlichkeit ist danach

P �Reaktion j Kollision� � ��E � �� � �����

Die Stufenfunktion ��x� ist durch ��x� � � f�ur x � � und ��x� � � f�ur x 	 �
gegeben�

Setzen wir schlie�lich ����� und ����� ein in ������ so erhalten wir�

P �reaktiver Sto� im Zeitintervall �t�

�

ra�rbZ
�

db

Z
R�

d�v P �v�P �b�P �Kollision�� P �Reaktion j Kollision�

�

ra�rbZ
�

db

Z
R�

d�v

�
a

�

��

�

exp

�
�m�v�

�kBT

�
P �b� v

�ra � rb�
��t

�
� �E�v� b�� ��

�
����ra � rb�

��t

�

�
a

�

��

�

ra�rbZ
�

dbP �b�

�Z
�

v� exp

�
�m�v�

�kBT

�
� �E�v� b�� �� dv

�
����ra � rb�

��t

�

�
a

�

��

�

ra�rbZ
�

dbP �b�

��
v�

�a
�

�

�a�

�
exp��av��

	v�v�
v��

�

Dabei ist a � m���kBT � und die minimale zu einer Reaktion f�uhrende
Sto�geschwindigkeit v� ist de�niert durch

E�v� b�� � f�ur v � v� �

F�ur kugelsymmetrische Molek�ule ist

E�v� b� �
�

�
m�v�

�
�� b�

�ra � rb��

�

P �b� �
�b

�ra � rb��
�

Die erste Gleichung folgt aus der Drehimpulserhaltung� die zweite daraus� da�
jeder Punkt des kreisf�ormigen Streuquerschnitts als Auftre	punkt gleich wahr

scheinlich ist �Gillespie� ������ Die Auswertung des Integrals ist dann elementar�
und man erh�alt f�ur die Wahrscheinlichkeit eines reaktiven Sto�es im Zeitinter

vall �t�

k�t �

s
��kBT

m�
� �ra � rb���t

�
exp

�
� �

kBT

�
� �����

Der Exponentialfaktor auf der rechten Seite hat die


Arrhenius�Form��
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Andere Reaktionsmodelle

Wir sind bei der Bestimmung von !��t� in zwei Schritten vorgegangen�
zun�achst haben wir gekl�art� ob die betrachtete Kombination von Molek�ulen
kollidiert� das hei�t� ob sie sich f�ur eine Reaktion �uberhaupt gen�ugend nahe
kommen� Dazu ben�otigt man von den mikroskopischen Variablen nur die Orte
und Impulse und von den mikroskopischen Eigenschaften nur die Streuquer

schnitte� Dieser erste Schritt ist also noch nicht modellabh�angig� Wir haben
Kollisionen zweier Molek�ule betrachtet� die �Uberlegung lie�e sich aber auf mehr
Sto�partner verallgemeinern�

Falls die Molek�ule kollidieren� schaut man im zweiten Schritt� ob sie auch
reagieren� Im obigen Modell haben wir dazu gepr�uft� ob die beim Sto�
verf�ugbare kinetische Energie ausreicht� um eine zur Reaktion geh�orende Poten

tialschwelle zu �uberwinden� Als Resultat erhalten wir f�ur k eine Zahl� die von
der Masse und vom Streuquerschnitt der an der Reaktion beteiligten Molek�ule�
von der Potentialschwelle und von der Temperatur abh�angt�

Im ersten Schritt geht das Zeitintervall �t linear und die Zeit t gar nicht
ein� der zweite Schritt betrachtet die Reaktion als ein instantanes Ereignis� des

sen Eintreten oder Nichteintreten gar nicht von der Zeit� sondern nur von den
Parametern des Sto�es und der Molek�ule abh�angt� Wann immer eine solche Be

schreibung gerechtfertigt ist� wird die Ableitung k von !��t� existieren� auch
wenn man sie vielleicht nicht mehr explizit berechnen kann� Die unbekannten
k"s kann man manchmal durch Vergleich mit den experimentellen� makroskopi

schen Reaktionsraten bestimmen�

��� Formulierung der chemischen Mastergleichung

Nun� da wir die �Ubergangsraten der Reaktionen zur Verf�ugung haben� sind
wir in der Lage� die Mastergleichung f�ur das betrachtete chemische Sy

stem ����� aufzustellen� Der Gedankengang l�auft in drei Schritten wie folgt
�van Kampen� ����� Breuer et al�� ������

�� Die Wahrscheinlichkeit� da� eine zuf�allig aus � ausgew�ahlte Kombination
von s�X�� � � � � sJ XJ Molek�ulen in dem kleinen Zeitintervall �t� t � �t�
reagiert� l�a�t sich als k�t schreiben� Dabei ist h�angt k nicht von t und
�t ab�

Diese Behauptung haben wir im Abschnitt ��� aufgestellt und hergeleitet�

�� Die Anzahl n solcher verschiedener Kombinationen in dem Reaktionsgef�a�
ist

n �
JY
j��

��Nj��
sj �

n ist die Anzahl verschiedener M�oglichkeiten� aus einer Gesamtzahl von
Nj Objekten sj�mal ohne Zur�ucklegen zu ziehen�

��Nj��
sj ��

Nj  

�Nj � sj� 
� also zum Beispiel�
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��Nj��
� � �

��Nj��
� � Nj

��Nj��
� � Nj�Nj � ��� usw�

Dieser Schritt ist einfache Kombinatorik�

�� Die Wahrscheinlichkeit� da� in dem kleinen Zeitintervall �t� t� �t� genau
eine Reaktion geschieht� ist somit�

kn�t � o��t� �

Dabei steht o��t� f�ur Terme� die schneller als �t gegen Null gehen�

Begr�undung von �� Die Wahrscheinlichkeit� da� eine bestimmte Kombi

nation im Zeitintervall �t� t � �t� reagiert� und alle anderen nicht� ist

k�t��� k�t�n�� � k�t � o��t� �

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit� da� irgendeine� und zwar genau eine
Kombination reagiert� ist dann die Summe der Wahrscheinlichkeiten die

ser n disjunkten Ereignisse�

Die Art und Weise� wie in die Wahrscheinlichkeiten jeweils �t eingeht�
n�amlich linear f�ur kleine �t� ist der entscheidende Grund daf�ur� da� wir
�Ubergangsraten und damit eine Mastergleichung formulieren k�onnen� Aus
Schritt � ergibt sich� da� die �Ubergangsrate WN ��N des �Ubergangs N � N �

gerade gegeben ist durch

WN ��N �

�
k
QJ
j����Nj��

sj falls N � �

QJ

i��E
ri�si
i

�
N

� sonst�
�����

Die Mastergleichung ist somit

�

�t
P �N� t� � k

�
�
�
� JY
j��

E
sj�rj
j

�
A � �

�
A �

JY
i��

��Ni��
si

�
P �N� t� � ������

Die rechte Seite ist die Summe von zwei Termen� der Gewinnterm kommt
von der Reaktion� die den Zustand �N� � s� � r�� � � � � NJ � sJ � rj� in den
Zustand N � �N�� � � � � NJ� �uberf�uhrt� Die E
Operatoren sorgen daf�ur� da� der
kombinatorische Faktor und die Wahrscheinlichkeit des Startzustands richtig
berechnet werden� Der Verlustterm folgt direkt aus ������

Im allgemeinen Fall sind nat�urlich mehrere Reaktionstypen mit verschie

denen st�ochiometrischen Koe�zienten m�oglich� Dann ist die �Ubergangsrate
WN ��N einfach die Summe der �Ubergangsraten der einzelnen Reaktionstypen�
und auf der rechten Seite von ������ steht die Summe �uber die jedem Reak

tionstyp entsprechenden Gewinn
 und Verlustterme� jeweils mit ihren eigenen
Konstanten k� sj und rj �



���� Formulierung der chemischen Mastergleichung ��

Die Verbindung zum van�t Ho�schen Gesetz

Ein Leitmotiv dieser Arbeit ist die Beziehung zwischen der Mastergleichung
und der makroskopischen Gleichung� Ich m�ochte an dieser Stelle schon einmal
� ganz vorl�au�g� andeuten� in welche Richtung die Reise geht�

Die Gleichung ����� erinnert stark an das van"t Ho	sche Gesetz� welches
besagt� da� die Reaktionsrate einer Reaktion ����� durch

k�
JY
j��

c
sj
j

gegeben ist �van Kampen� ������ Dabei ist cj die Konzentration der chemischen
Substanz Xj � also die Teilchenzahl pro Volumen� cj 
 Nj��� Der Faktor k� ist
die Anzahl von Reaktionen pro Zeit
 und Volumeneinheit� F�ur gro�es Nj ist
c
sj
j 
 ��Nj��

sj��sj und k� aus dem van"t Ho	schen Gesetzt entspricht k aus der

Mastergleichung bis auf einen konstanten Faktor �
P

j
sj � �

� Aus dem van"t
Ho	schen Gesetz erhalten wir f�ur die Konzentrationen cj die zu ������ analogen
deterministischen Ratengleichungen

d

dt
cj � k�rj � sj�

Y
i

csii �

Zur exakten Herleitung der Ratengleichung m�ussen wir die deterministischen
Variablen �cj mit den Erwartungswerten der stochastischen Variablen Nj in
Verbindung bringen� Die makroskopische Gleichung wird dann die Gleichung
f�ur die Erwartungswerte sein� Zu nichtlinearen Mastergleichungen� also Master

gleichungen� in denen ein oder mehrere rj oder sj gr�o�er als � sind� �ndet man
eine geschlossene Gleichung f�ur die Erwartungswerte nur asymptotisch� also in
einem bestimmten Grenz�ubergang� Wir werden diese Frage in den Kapiteln �
und � befriedigend kl�aren�

Beispiel� die Fisher�Gleichung

Betrachten wir die beiden Reaktionen

X � Y �� �X

�X �� X � Y � ������

Bezeichnen wir mit N die Anzahl der X
Molek�ule� Die Y 
Molek�ule seien in
gro�em �Uberschu� vorhanden� das hei�t� ihre Anzahl sei sehr viel gr�o�er als N
und somit praktisch konstant� � und die Zeitskala seien so gew�ahlt� da� der
Faktor k f�ur die erste Reaktion � und f�ur die zweite Reaktion ��� ist� Dann
lautet die Mastergleichung�

d

dt
P �N� �

�

E�� � �

�
N �

�

�
�E� ��N�N � ��

�
P �N� � ������

Die entsprechende Ratengleichung nach van"t Ho	 ist

dc

dt
� c� c� �



�� Kapitel �� Die chemische Mastergleichung

Das ist die Gleichung f�ur logistisches Wachstum und somit die Fisher�
Gleichung ����� bei Vernachl�assigung der Ortsabh�angigkeit von c�

��	 Die Teilchen�Di
usion als Random Walk

Eine wichtige Forderung� die in Abschnitt ��� an das Gemisch gestellt wurde�
ist die r�aumliche Homogenit�at� Dies bedeutet� da� die Wahrscheinlichkeitsver

teilung der Orte eine Gleichverteilung auf � und die der Impulse eine Maxwell�
Boltzmann�Verteilung mit �uberall gleicher Temperatur ist�

Damit das Gemisch r�aumlich homogen bleibt� beziehungsweise damit kleine
St�orungen der Homogenit�at ged�ampft sind� darf die Reaktion nicht zu schnell
ablaufen� Die Zeit 	 � die ein Molek�ul ungef�ahr braucht� um das Volumen �
zu durchqueren� sollte nicht gr�o�er sein als die typische Zeit 	R zwischen zwei
reaktiven Kollisionen� Ein in einem hinreichend dichten und nicht zu kalten
Gemisch immer vorhandener Transportmechanismus ist die Di	usion� Sie ist
ein Ausdruck der ungeordneten thermischen Bewegung der Molek�ule im Reak

tionsgef�a�� Die Zeit� die ein Ensemble von Moleku�ulen braucht� um sich �uber
ein Gebiet auszubreiten� w�achst quadratisch mit der linearen Abmessung des
Gebiets �vorausgesetzt� da� diese viel gr�o�er als die mittlere freie Wegl�ange
der Molek�ule ist�� Die Di	usion mu� daf�ur sorgen� da� die durch Reaktionen
erzeugten oder vernichteten Teilchen sowie die freigesetzte oder verbrauchte ki

netische Energie st�andig gleichm�a�ig �uber das Volumen � verteilt werden� Die
Geschwindigkeit und



Heftigkeit� der Reaktion im Verh�altnis zur St�arke der

Di	usion bestimmen somit eine Obergrenze f�ur das Volumen ��
Sind noch andere Transportmechanismen vorhanden� so wollen wir das Ge


misch ger�uhrt nennen� Das kann z� B� der Fall sein bei externem R�uhren durch
einen Mixer �dabei w�achst die Zeit nur etwa linear mit der Wegl�ange�� oder bei
thermischer Konvektion�

Es gibt also verschiedene M�oglichkeiten� die Versuchsbedingungen so zu
pr�aparieren� da� 	 klein genug relativ zu 	R wird� damit das System als homogen
betrachtet werden kann�

� gutes Umr�uhren�

� Verlangsamung der Reaktion z� B� durch niedrige Konzentration der Re

aktanden

� Kleines Volumen �� Gr�o�ere Systeme teilt man hierzu gedanklich in meh

rere kleine disjunkte Teilvolumen �



Zellen�� auf� die jeweils lokal homogen

sind� Die Reaktionen in jeder Zelle betrachtet man jeweils gesondert� wie
bereits beschrieben� und zus�atzlich mu� man den Austausch von Mo

lek�ulen durch die imagin�aren Trennw�ande ber�ucksichtigen�

Wir wollen im folgenden den letzten Punkt weiter entwickeln� Um den Aus

tausch der Teilchen zwischen den Zellen zu beschreiben� mu� man �ungef�ahr�
wissen� wie sich die Molek�ule bewegen� Die Behandlung von Konvektion h�angt
o	ensichtlich sehr spezi�sch vom betrachteten Modell ab� w�ahrend die durch
die thermische Bewegung verursachte Di	usion recht einfach und allgemein zu



���� Die Teilchen�Diffusion als Random Walk ��

behandeln ist� Daher betrachten wir im folgenden Systeme� in denen die Di	u

sion der einzige Transportmechanismus ist� die also nicht ger�uhrt werden und
in denen Konvektion vernachl�assigbar ist� Die Di	usionszeit

	D �
l�

�D
������

ist die Zeit� die ein Ensemble von Brownschen Teilchen ungef�ahr braucht� um
sich �uber ein Gebiet der linearen Abmessung �l auszubreiten� Dabei ist D der
Di	usionskoe�zient� Aus der Forderung 	D 	 	R erhalten wir somit f�ur die
Gr�o�e von l �und damit f�ur �� die Bedingung�

l 	
p

�D	R � ������

Da wir annehmen� da� l viel gr�o�er als die mittlere freie Wegl�ange ist� bedeutet
die Bedingung ������ auch� da� die H�au�gkeit der elastischen St�o�e viel gr�o�er
als die der reaktiven ist�

Wir haben nun eine Obergrenze f�ur die Gr�o�e des Reaktionsgef�a�es gefun

den� f�ur die wir das Gemisch noch als r�aumlich homogen betrachten k�onnen�
Gr�o�ere Gef�a�e kann man sich in kleinere Zellen� z� B� W�urfel zerlegt denken�
f�ur die jeweils lokal die Annahmen � bis � �Seite ��� erf�ullt sind� Wichtig ist�
da� man es hier explizit mit o	enen Systemen zu tun hat� �uber die imagin�aren
Grenz��achen zwischen den Zellen �ndet im allgemeinen ein reger Teilchen
 und
Energieaustausch statt� Im folgenden wollen wir die Zellen stets mit dem In

dex 
� 
 � �� � � � �M indizieren� Man hat nun also f�ur jede der M Zellen
einen Satz von Zustandsvariablen N�� � � � � NJ und einen Parameter T � also eine
ortsabh�angige Temperatur� Die Reaktionsraten h�angen von T ab�

Der Einfachkeit halber wird im Rahmen dieser Arbeit T als �uberall kon

stant angenommen� und somit betrachten wir nur den Austausch von Teilchen�
nicht aber von �W�arme
� Energie� zwischen den Zellen� Den Teilchenaustausch
beschreiben wir� ganz analog zu den Reaktionen in Abschnitt ��� mit Hilfe der
folgenden Elementarereignisse oder �Uberg�ange�



Ein Teilchen der Sorte Xj tritt

aus der Zelle 
 durch deren Ober��ache aus und gleichzeitig in die benachbarte
Zelle 
� ein�� Die Wirkung dieses �Ubergangs auf die Zustandsvariablen ist

�N���� � � � � N��j� � � � � N��J� �� �N���� � � � � N��j � �� � � � � N��J�

�N����� � � � � N���j � � � � � N���J � �� �N����� � � � � N���j � �� � � � � N���J � �������

oder kompakter
N �� E����jE���jN �

�vgl� Abschnitt �����
Grundlegend daf�ur� da� wir solche �Uberg�ange mit einer Mastergleichung

beschreiben k�onnen� ist wiederum� da� die Wahrscheinlichkeit� mit der ein sol

cher �Ubergang im Zeitintervall �t� t� �t� geschieht� als Funktion von �t an der
Stelle �t � � di	erenzierbar ist� also in erster Ordnung linear mit �t w�achst�
Analog zu dem� was wir uns im Abschnitt ��� im Hinblick auf die Reaktionen

�uberlegt haben� ist es plausibel� diese Annahme dann zu machen� wenn die
Voraussetzungen � bis �� die wir in Abschnitt ��� aufgestellt haben� erf�ullt sind�



�� Kapitel �� Die chemische Mastergleichung

Die Wahrscheinlichkeit des �Ubergangs ������ ist gleich der Anzahl N��j von
Xj
Molek�ulen in der Zelle 
 multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit� da� ein

Xj
Molek�ul von 
 nach 
� h�upft� Letztere wiederum h�angt� wenn alle Zel

len gleich sind� nur davon ab� ob 
 und 
� benachbart sind� und wir k�onnen
schreiben

W�����j �t �

�
N��jdj�t � Zellen 
 und 
� benachbart
� � � � �nicht benachbart

� ������

Wiederum analog zu Abschnitt ��� l�a�t sich die Zahl dj im Prinzip f�ur ein
gegebenes mikroskopisches Modell durch Mittelung �uber die mikroskopischen
Orts
 und Geschwindigkeitsvariablen berechnen�

Eine solche Dynamik der Teilchenpositionen nennt man auch kollektiven
Random Walk �Honerkamp� ����� van Kampen� ������ Wir werden sp�ater se

hen� da� beim Random Walk die Erwartungswerte der Besetzungszahlen der
makroskopischen Di	usionsgleichung gehorchen� Wenn man wei�� da� die Teil

chen auf mesoskopischer Ebene sich wie beim Random Walk bewegen� dann
kann man dj mit dem experimentellen makroskopischen Di	usionskoe�zienten
identi�zieren�

Beispiel� die Fisher�Gleichung

In dem der Fisher�Gleichung entsprechenden Reaktions�Di	usions�System be

trachtet man eine Teilchensorte in einer Raumdimension� N� ist die Teilchen

zahl in der Zelle mit dem Index 
� Die �Ubergangsrate f�ur den Random Walk
lautet also

W���� �

�
N� d f�ur 
� � 
� �
� sonst

� ������

F�ur den di	usiven Anteil der Mastergleichung erhalten wir durch Einsetzen
in �����

�
d

dt
P �N�� � � � � NM �

�
diff

�
�

��

�
MX
���

�E�����E� � E
��

���E� � ��N�

�
P �N�� � � � � NM��

������

Physikalisch sinnvoll sind hierbei z� B� re�ektierende Randbedingungen� Teil

chen� die von Zelle � nach links oder von Zelle M nach rechts h�upfen� prallen
unmittelbar zur�uck� In Gleichung ������ kann man dies formal durch die Iden

ti�kation der Zellen � und � sowie M und M � � ausdr�ucken�

Wir werden sp�ater� beim Vergleich der aus der Mastergleichung hergelei

teten Gleichung f�ur die Erwartungswerte hN�i mit der Fishergleichung se

hen� da� die �Ubergangsrate d mit dem makroskopischen Di	usionskoe�zien

ten � durch die Beziehung d � ���� zusammenh�angt� Die volle Master

gleichung des der Fisher�Kolmogorov�Gleichung entsprechenden Reaktions�
Di	usions�Prozesses erhalten wir nun durch Kombination des di	usiven Terms
in ������ und M reaktiver Terme wie in ������ f�ur jede der M Zellen�
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d

dt
P �N�� � � � � NM � �

�
�

��

MX
���

�E�����E� �E
��

���E� � ��N� ����	�

�
MX
���

�
E
��

� � �


N� �

�

�
�E� � ��N��N� � ��

�
P �N�� � � � � NM � �

In den restlichen Kapiteln dieser Arbeit werden wir die Eigenschaften die

ser Gleichung exemplarisch f�ur Mastergleichungen von Reaktions�Di	usions�
Prozessen untersuchen�

Verallgemeinerung auf nichtchemische Systeme

Wir haben in diesem Kapitel in Abschnitt ��� die Mastergleichung zur Beschrei

bung von Reaktionen als Erzeugungs
 und Vernichtungsprozesse eingef�uhrt� Im
Abschnitt ��� haben wir die Mastergleichung um die Di	usion erweitert� sie wird
als kollektiver Random�Walk modelliert� Daf�ur wurden f�ur chemische Systeme
jeweils exakte mikroskopische Begr�undungen geliefert� Es ist klar� da� man eine
Mastergleichung f�ur den stochastischen Proze� der Teilchenzahlen auch auf an

dere Objekte als Molek�ule anwenden kann� deren Verhalten sich analog durch
die Begri	e Reaktion und Di	usion beschreiben l�a�t� Als h�au�ges Beispiel seien
populationsdynamische Modelle genannt� derer zwei in Abschnitt ��� vorgestellt
wurden� In diesem Fall ist es die Aufgabe des Modellentwicklers� die Beschrei

bung durch eine Erzeugungs�Vernichtungs�Random
Walk�Mastergleichung zu
rechtfertigen�



III
Die Mastergleichung�

Momentengleichungen und erste

Simulationen

��� Allgemeine Eigenschaften der Mastergleichung
����� Die mathematischen Begri	e
����� Der lineare Mastergleichungsoperator A
����� Symmetrien und Erhaltungsgr�o�en

��� Gleichungen f�ur die Momente
����� Sechs Regeln zum Rechnen mit Momentengleichungen
����� Die Gleichungen f�ur die ersten Momente
����� Die diskrete und die kontinuierliche Fishergleichung und

die Frontbreite
����� Die Gesamtteilchenzahl und die Frontgeschwindigkeit

��� Simulationen
����� Der Algorithmus
����� Bemerkungen zu Simulationsprogrammen
����� Simulationsergebnisse� Frontgeschwindigkeit

E
ine multivariate Mastergleichung ist im allgemeinen eine recht unhand

liche mathematische Struktur� Nur in wenigen� einfachen F�allen ist eine
solche Gleichung explizit l�osbar� Anderenfalls� insbesondere bei der uns

interessierenden Gleichung ������� ist man auf Computersimulationen angewie

sen� Der Gedankengang in diesem und auch dem n�achsten Kapitel wird daher
zweigleisig sein� Zum einen werden wir mit algebraischen und analytischen Me

thoden so viel Information wie m�oglich aus der Mastergleichung extrahieren�
Parallel dazu werden Simulationen durchgef�uhrt und ausgewertet�

��



���� Allgemeine Eigenschaften der Mastergleichung ��

Durch das Bem�uhen� die an den Simulationen beobachteten Ph�anomene
theoretisch zu verstehen �qualitativ und soweit m�oglich quantitativ�� entwickeln
sich die mathematische Ans�atze und die theoretische Beschreibung� die hier
vorgestellt werden� Andererseits lassen sich die Annahmen und N�aherungen� die
man aus theoretischen �Uberlegungen macht� an den Simulationen nachpr�ufen
und validieren�

Konkret wollen wir

� exakte Beziehungen zwischen Observablen �Funktionen der Zustandsva

riablen� herstellen�

� die qualitative Abh�angigkeit der Observablen von den Parametern her

vorbringen�

� Aussagen �uber die Gr�o�enordnung der Fluktuationen �Schwankungen um
den Mittelwert� machen und gegebenenfalls

� einfachere� asymptotische Gleichungen f�ur den Grenzfall sehr gro�er oder
sehr kleiner Fluktuationen liefern�

Im ersten Abschnitt ��� formulieren wir die Mastergleichung allgemein in der
Form d

dtP � AP � Dabei ist P die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zust�ande des
betrachteten Prozesses und A ein linearer� die Normierung und die Positivit�at
von P erhaltender Operator� Bereits aus diesen Eigenschaften von A lassen
sich einige interessante Folgerungen ziehen�

In Abschnitt ��� werden wir die Momentengleichungen aus der Masterglei

chung herleiten� Wir sehen� da� man auf diese Weise eine unendliche Hierarchie
von Momentengleichungen erh�alt� Durch Abschneiden der Hierarchie bei den
Gleichungen f�ur die ersten Momente wird daraus die Fishergleichung� Au�er

dem erhalten wir einen Ausdruck f�ur die Frontgeschwindigkeit�

Der Simulationsalgorithmus wird in Abschnitt ��� beschrieben� Kritische
Punkte bei der Computersimulation von Mastergleichungen sind die Zufallszah

lengeneratoren und die ben�otigte Rechenzeit� Die an den Simulationen beob

achtete Frontgeschwindigkeit weicht in einem gro�en Parameterbereich signi�

kant von der Frontgeschwindigkeit v � �

p
� ab� die man f�ur die Fishergleichung

erwartet� Diese Abweichung weist darauf hin� da� der bisherige Ansatz� die ma

kroskopische Gleichung durch Abschneiden der Momentengleichungshierarchie
zu erhalten� falsch oder zumindest irref�uhrend ist�

��� Allgemeine Eigenschaften der Mastergleichung

����� Die mathematischen Begri�e

In Abschnitt ��� wurde bereits eine kurze Einf�uhrung in die chemische Master

gleichung gegeben� auf die wir jetzt aufbauen wollen� Erinnern wir uns an die
allgemeine und wohlbekannte Form einer Mastergleichung �vgl� ������

d

dt
PN �t� �

X
N �

WN�N �PN ��t��WN ��NPN�t� � �����



�� Kapitel �� Momentengleichungen

Ein Beispiel f�ur eine solche haben wir mit Gleichung ������ kennengelernt� F�ur
Reaktions�Di	usions�Systeme sind N und N � Tupel positiver ganzer Zahlen�
jede Zahl entspricht der Anzahl von Molek�ulen einer bestimmten Sorte in einer
bestimmten Zelle �als Zellen bezeichnen wir Untervolumen des gesamten Reak

tionsgef�a�es�� Die Anzahl der Molek�ulsorten sei J � die der Zellen M � F�ur die
allgemeinen Betrachtungen gen�ugt zun�achst� da� die Menge aller N abz�ahlbar
ist� PN�t� ist die Wahrscheinlichkeit� mit der das beschriebene System zur Zeit
t im Zustand N ist� WN�N �dt interpretiert man als die �Ubergangswahrschein

lichkeit� mit der das System im n�achsten in�nitesimalen Zeitintervall dt in den
Zustand N �ubergeht� wenn es davor im Zustand N � war� WN�N � ist die entspre

chende �Ubergangsrate �Honerkamp� ����� Gardiner� ����� van Kampen� ������

P betrachtet als Funktion von N � f�ur jedes festgehaltene t� ist eine Wahr

scheinlichkeitsdichte� F�ur jedes festgehaltene N ist P ein di	erenzierbare Funk

tion der Zeit� Die Mastergleichung ist �in einem abz�ahlbaren Zustandsraum�
ein gekoppeltes System von linearer Di	erentialgleichungen erster Ordnung� Die
Anzahl der Gleichungen ist gleich der Anzahl von Zust�anden N � Die rechte Seite
der Di	erentialgleichung f�ur d

dtPN �t� h�angt im allgemeinen von den Werten von
P auf dem ganzen N 
Raum und zur Zeit t ab� f�ur Reaktions�Di	usions�System
und in vielen anderen Anwendungen jedoch nur von den Werten in einer Um

gebung von N � Zusammen mit einer Anfangsbedingung PN ��� legt die Master

gleichung den stochastischen Proze� eindeutig fest�

Bezeichnen wir mit F den Vektorraum der reellwertigen Funktionen auf
N
M �J
� �

F �
n
F jF � NM �J

� � R

o
�

Funktionen aus F werden in dieser Arbeit immer durch normale Gro�buchsta

ben �z� B� F � bezeichnet� Wichtige Beispiele f�ur Funktionen sind die Projektio

nen N �� Nj und die Wahrscheinlichkeitsdichten P��t� � N �� PN�t��

Der Begri	 Operator soll in dieser Arbeit f�ur die linearen Abbildungen von
F nach F benutzt werden� Operatoren werden im allgemeinen mit kalligra

phischen Buchstaben �z� B� A� bezeichnet� Die einzige Ausnahme von dieser
Konvention sind die im Abschnitt ��� eingef�uhrten Elementaroperatoren E�

und E��� � Lineare Operatoren lassen sich wie �ublich als Matrizen darstellen�

�AF �N �
X
N �

AN�N �FN � �

Der Erwartungswert einer Funktion F aus F ist die mit den Wahrschein

lichkeiten gewichtete Summe ihrer Werte�

hF i�t� �
X

N�NM�J
�

FNPN�t� � �����

Wir betrachten nur Funktionen� die nicht explizit von der Zeit abh�angen� der
Erwartungswert ist zeitabh�angig wegen der Zeitabh�angigkeit von PN�t�� Der
Erwartungswert eines Operators ist de�niert als

hAi�t� �
X

N ��NM �J
�

�AP �t��N � �
X

N�N ��NM �J
�

AN ��NPN �t� � �����
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����� ist der Spezialfall von ����� f�ur Operatoren� die ihr Argument mit der
Funktion F multiplizieren �Breuer#Petruccione� ������

����� Der lineare Mastergleichungsoperator A

De�niert man

AN�N � �� WN�N � � �N�N �

�X
N ��

WN ���N

�
� �����

l�a�t sich die Mastergleichung ����� in der Form

d

dt
PN�t� �

X
N �

AN�N �PN ��t�

und noch kompakter
d

dt
P �t� � AP �t� �����

schreiben� A ist dabei der zu der Matrix �AN�N �� geh�orende lineare OperatorA �
F� F� Die Frage� die sich hier gleich stellt� ist� wie man die Klasse von solchen
linearen Operatoren� die via ����� eine Mastergleichung de�nieren� eingrenzen
kann� Wahrscheinlichkeitsdichten sind genau dadurch charakterisiert� da� sie
normiert X

N

P �N� t� � � f�ur alle t �����

und positiv
P �N� t� � � f�ur alle N und t �����

sind� Wenn die Anfangsbedingung f�ur P diese beiden Eigenschaften erf�ullt�
m�ussen sie unter der Zeitentwicklung� die der Operator A f�ur P de�niert� er

halten bleiben� Durch Einsetzen der speziellen Verteilungen PN � �N�N �� die
eine Basis von F darstellen� �ndet man wegen der Positivit�atserhaltung �����

AN�N � � � f�ur N �� N � � �����

und wegen der Normerhaltung �����

AN�N � �
X
N �

N � ��N

AN ��N � �����

Jeder lineare Operator� dessen repr�asentierende Matrix diese beiden Bedingun

gen erf�ullt� de�niert also eine Mastergleichung� Konstruiert man A aus den
�Ubergangswahrscheinlichkeiten gem�a� ������ dann ist ����� automatisch und
����� genau dann erf�ullt� wenn die WN�N � nichtnegativ sind� Aus ����� folgen
zwei wichtige Eigenschaften �van Kampen� ����� Breuer#Petruccione� ������

��� A hat einen Eigenwert �� Somit hat jede Mastergleichung mindestens einen
Fixpunkt �Gleichgewichtsl�osung� station�are L�osung�� der ein zum Eigen

wert � geh�orender rechter Eigenvektor ist� Ein Fixpunkt P � ist dadurch
de�niert� da� er invariant unter der Zeitentwicklung bleibt�

AP � � � �
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��� Die Zeitentwicklung des Erwartungswertes einer beliebigen Funktion F ist
duch

d

dt
hF i � h�F�A�i

gegeben� Dabei ist �� � der Kommutator� Diese Regel wird uns im folgen

den �au�erst n�utzlich sein�

Begr�undung�

Zu ��� Betrachten wir die Funktion F aus F� die durch FN � � f�ur alle
N � NM �J

� de�niert ist� Sie ist wegen ����� ein linker Eigenvektor zum
Eigenwert � des Operators A�

�FA�N �
X
N �

FN �AN ��N �
X
N �

AN ��N � � �

Der entsprechende rechte Eigenvektor ist im allgemeinen leider nicht so
leicht anzugeben� aber existiert�

Zu ���

d

dt
hF i �

d

dt

X
N �

FN �PN ��t� �
X
N �

FN �

d

dt
PN ��t� �

X
N�N �

FN �AN ��NPN�t� � hFAi �

Die erste und die letzte Gleichheit folgen aus der De�nition des Erwar

tungswertes� vergleiche ����� und ������ die vorletzte aus der Masterglei

chung� Weiterhin ist

hAF i �
X
N�N �

AN ��NFNPN�t� �
X
N

�X
N �

AN ��N

�
FNPN �t� � � �

da die Klammer f�ur jedes N wegen ����� gleich null ist� Insgesamt folgt
d
dthF i � hFAi � hAF i � h�F�A�i�

Man k�onnte nun fragen� wozu man hier �uberhaupt den Kommutator
einf�uhrt� wenn doch seine eine H�alfte hAF i sowieso immer Null ist� Der Grund
daf�ur liegt zum einen darin� da� rechentechnisch �F�A� einfacher auszuwerten
ist als FA� Das werden wir in den Abschnitten ����� und ����� sehen� Wei

terhin erlaubt der Kommutatorformalismus� analog zur Mechanik� elegant den
Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungsgr�o�en einzusehen und
Operatoren im Heisenberg�Bild darzustellen�

����� Symmetrien und Erhaltungsgr�o	en

In formaler Analogie zur Hamiltonschen Dynamik sieht man� da� Erhal

tungsgr�o�en mit dem Operator A kommutieren� Genauer gesagt� damit der
Erwartungswert einer Funktion oder eines Operators eine Erhaltungsgr�o�e ist�
gen�ugt es� da� der Erwartungswert des Kommutators mit dem Masterglei

chungsoperator A verschwindet� Ein nichttriviales Beispiel werden wir in Ab

schnitt ����� kennenlernen�
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Ist h�F�A� �i � � f�ur eine Funktion F � dann kann der numerische Wert
FN der Funktion bei jeder einzelnen Realisierung des stochastischen Prozesses
nat�urlich schwanken� nur der Erwartungswert hF i ist konstant�

Symmetrien der Mastergleichung bedingen� da� der zugeh�orige Operator
T mit A kommutiert� also �T �A� � �� Ein Beispiel f�ur eine Symmetrie der
Mastergleichung ������ ist die Translation

T� � F �� � � � N���� N�� N���� � � �� �� F �� � � � N������ N���� N������ � � �� �

Die Ortsvariable 
 mu� hierzu allerdings statt von � bis M wie in ������ von
�
 bis �
 laufen� Da hT�i � � wegen ������ besagt der aus �T��A� � �
folgende Erhaltungssatz hT�i � const� nur� da� die Normierung von P erhalten
ist�

Die Zeitentwicklung einer Funktion oder eines OperatorsW kann man durch
die Darstellung als Heisenberg�Operator ber�ucksichtigen�

WH�t� � exp�At�W exp��At� �

Es gilt dann hWi�t� � hWH�t�i�t�� und man kann viele Formeln� die man
aus der Quantenmechanik kennt� benutzen� Man kann Mastergleichungsope

ratoren A als Elemente einer Lie�Algebra betrachten� die Zeitentwicklung des
Prozesses f�ur endliche Zeiten ist dann durch die Elemente der zugeh�origen Lie�
Gruppe gegeben �Levine� ������ In dem in dieser Arbeit betrachteten Fall �
Gleichungen ������� ������ und ������� ist der Operator A jedoch so kompli

ziert� da� wir nicht versuchen werden� die Exponentialabbildung tats�achlich
auszurechnen�

��� Gleichungen f�ur die Momente

In diesem Abschnitt soll an der speziellen Mastergleichung ������ demonstriert
werden� wie man sich Gleichungen f�ur die Momente bescha	t� Dazu schreiben
wir die Mastergleichung noch einmal ausf�uhrlich hin�

d

dt
P �N�� � � � � NM � t� � AP �N�� � � � � NM � t�

A � AD �AP �AV

AD �
�

��

MX
���

�E�����E� �E�����E� � ��N� ������

AP �
MX
���



E��� � �

�
N� ������

AV �
MX
���

�E� � ��
�

�
N��N� � �� � ������

A ist die Summe von Termen der Form�
�Y

j

E���j � �

�
A� Polynom der �N�� � � � � NM� �
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Dies gilt allgemein f�ur Reaktions�Di	usions�Prozesse� Die Zeitentwicklung des
Erwartungswertes beliebiger Funktionen der �N�� � � � � NM� ist durch die Kom

mutatorregel auf S� �� gegeben� Um die Zeitentwicklung der Momente� speziell
d
dthN�i und d

dthN�N�i� zu berechnen� leiten wir zun�achst sechs Rechenregeln
f�ur die elementaren Erzeugungs
 und Vernichtungsoperatoren E��� her�

����� Sechs Regeln zum Rechnen mit Momentengleichungen

Regel ��
hE��� F i � hF i

f�ur Funktionen F � die an der Stelle N� � � den Wert � annehmen� Die
Begr�undung folgt elementar aus der De�nition des Erwartungswertes ������

hE�F i �
�X

N���

� � �
�X

N���

� � �
�X

NM��

F �� � � � N� � �� � � ��P �� � � � N� � �� � � ��

�
�X

N���

� � �
�X

N �

�
��

� � �
�X

NM��

F �� � � � N �
�� � � ��P �� � � � N �

�� � � ��

� hF i �

und entsprechend f�ur E��� � Diese Regel begr�undet die Strategie� mit der man
alle Rechnungen mit Momentengleichungen durchf�uhrt� alle E
Operatoren wer

den auf die linke Seite der Terme geschoben� bei der Bildung des Erwartungs

wertes fallen sie einfach weg�
Regel �� Kommutatorregeln mit dem Erzeugungsoperator�

�N��E�� � N�E� �E�N� � E��N� � ��� �N�� � ����E� �

�N�N� �E�� � E���N� � �����N� � �����N�N��

� E������N� � ���N� � ������� �

�N�
��E�� � ���E����N� � �� �

Regel �� Ebenso f�ur den Vernichtungsoperator�

�N��E
��
� � � ���E

��
� �

�N�N� �E
��
� � � E��� ����N� � ���N� � ������� �

�N�
��E

��
� � � ���E���N� � �� �

Regel �� Diese triviale Regel wird der Vollst�andigkeit halber aufgef�uhrt� F�ur
zwei beliebige Funktionen F und F � gilt�

�F �� F � � � �

Regel �� Funktionen� die rechts der E
Operatoren stehen� werden einfach
mitgenommen� also zum Beispiel

�N��E�F � � ����E�F
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�vgl� Regel ���
Regel 	� Allgemein gilt die Produktregel

�A�BC� � �A�B�C � B�A�C� �

f�ur beliebige Funktionen oder Operatoren A� B� C�

����� Die Gleichungen f�ur die ersten Momente

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage� �N��A� und damit d
dthN�i zu

berechnen� Einsetzen der Gleichungen ������� ������ und ������ und Anwenden
der Regeln � bis � ergibt

�N��A� �
MX
���

�

��

n
������� � �����E�����E�N� � ������� � �����E�����E�N�

o

�����E
��
� N� � �

�
����E�N��N� � ��

�
�

��



E��� E���N��� � �E����� �E������E�N� �E��� E���N���

�
�E��� N� � �

�
E�N��N� � �� �

F�ur den Erwartungswert wenden wir schlie�lich Regel � an und erhalten

d

dt
hN�i �

�

��
�hN���i � �hN�i� hN���i� � hN�i � �

�
hN�

� �N�i � ������

Das sind die Momentengleichungen f�ur die ersten Momente hN�i�t�� sie folgen
exakt aus der Mastergleichung ������� Gleichungen f�ur h�ohere Momente werden
analog dazu hergeleitet� Eine wichtige Eigenschaft der Momentengleichungen
dieser Mastergleichung ist� da� die Gleichungen f�ur die Zeitentwicklung der
k
ten Momente auf der rechten Seite �k � ��
te Momente enthalten� Somit
bekommt man eine unendliche Hierarchie von Momentengleichungen� Dies liegt
daran� da� die Mastergleichung �Ubergangsraten enth�alt� die nicht linear von den
N� abh�angen� namentlich die Faktoren N��N� � �� in AV � Gleichung �������
Die Nichtlinearit�at der Mastergleichung sorgt daf�ur� da� jedes endliche System
von Momentengleichungen nicht abgeschlossen ist�

Man kann nat�urlich die unendliche Hierarchie von Momentengleichungen
einfach bei irgendeinem k abschneiden und die dar�uberliegenden Momente ir

gendwie ann�ahern� Man hat allerdings kaum Anhaltspunkte� wann diese N�ahe

rung gerechtfertigt ist� wie gut sie ist oder ob sie sogar Eigenschaften produziert�
die die urspr�ungliche Mastergleichung gar nicht hatte� Machen wir zum Beispiel
die � durch nichts als pure Verlegenheit gerechtfertigte � Poissonsche N�aherung

hN�
� �N�i 
 hN�i� ������

und identi�zieren die Erwartungswerte der Besetzungszahlen der Zellen mit den
makroskopischen Konzentrationen via

c�x�� �
hN�i

�
�



�� Kapitel �� Momentengleichungen

dann wird ������ zur diskreten Fisher
Gleichung�

�

�t
c�x�� �

�

��
�c�x����� �c�x�� � c�x����� � c�x��� c�x��� � ������

Als kleiner Vorgri	 sei jetzt schon gesagt� da� wir bei den Simulationen in
Abschnitt ����� im Frontbereich gro�e Abweichungen von der N�aherung ������
beobachten werden� die wir durch die �
Entwicklung im Kapitel � auch qua

litativ verstehen k�onnen� Dies ist nicht etwa ein E	ekt� der durch die kleine
Gr�o�e des betrachteten Systems hervorgerufen wird� sondern tritt f�ur jede Sy

stemgr�o�e auf�

����� Die diskrete und die kontinuierliche Fishergleichung und

die Frontbreite

Die diskrete Fisher�Gleichung ������ wird zur kontinierlichen ������ wenn der
Di	erenzenquotient in das Di	erential �ubergeht�

c�x����� �c�x�� � c�x����

��

 ��c

�x�
�x�� �

Die Gr�o�e der Zellen ist �� also x��� � x� � �� Man erh�alt das Di	erential
aus dem Di	erenzenquotient durch Taylorentwicklung um den Punkt x� bis zur
�� Ordnung� das hei�t der Fehler ist von Ordnung ����

Will man das Verhalten der L�osungen der Mastergleichung mit denen ei

ner makroskopischen �Raten
�Gleichung vergleichen� so kommt daf�ur zun�achst
die abgeschnittene Momentengleichung ������ mit dem Di	erenzenquotienten in
Frage� Die kontinuierliche Version ����� ist jedoch als Ratengleichung f�ur einen
Reaktions�Di	usions�Proze� naheliegender� und in der Literatur wird �ublicher

weise sie und nicht ������ untersucht� Die L�osungen von ������ und ����� sind
gleich� wenn der Di	erenzenquotient das Di	erential gut genug ann�ahert� Das
ist der Fall� wenn die r�aumliche Variation von c auf Distanzen � klein ist� Da
wir insbesondere Frontl�osungen betrachten� mu� also die Frontbreite� das ist
der Bereich� in dem c von � nach � �ubergeht� viel gr�o�er als � sein� In der
speziellen analytischen Frontl�osung ����� hat das Intervall �x�� x�� zwischen den
Werten c�x�� � ���� und c�x�� � ���� ungef�ahr die L�ange ��

p
�� wir k�onnen

dies als grobe Sch�atzung der Frontbreite nehmen�� Die Frontbreite ist die ein

zige charakteristische L�ange� die in der Fisher
Gleichung auftritt� F�uhren wir
den neuen Parameter

$� �
�

��
������

ein� so ist die Anzahl von Zellen im Frontbereich ��
p
��� � ��

p
$�� Der Para


meter $� ist ein Ma� f�ur die Quantisierung des Ortsraums � im Verh�altnis zur

�Diese spezielle analytische L�osung ist instabil� ihre Geschwindigkeit ist mit �
p

��� gr�o
er
als die Geschwindigkeit �

p
� der einzigen stabilen durch den Satz von Kolmogorov beschrie�

benen L�osung �vgl� Abschnitt ������� Nach allen meinen Erfahrungen mit den Simulationen
gibt sie jedoch gute n�aherungsweise Vorstellungen dar�uber� wie die Realisierungen des durch
die Mastergleichung ������ de�nierten stochastischen Prozesses aussehen� Vergleiche dazu
Abb� ����
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charakteristischen L�ange der Fisher
Gleichung� Das gesuchte Kriterium� bei
dem der Di	erenzenquotient das Di	erential gut ann�ahert� ist $� � ��

Man kann durch eine heuristische Betrachtung auch einfach qualitativ ver

stehen� wieso ein gro�es $� eine breite Front mit vielen Zellen bedingt und umge

kehrt� Die Besetzungszahlen benachbarter Zellen sind durch Di	usion �Random
Walk� gekoppelt� Gem�a� der Mastergleichung ist die relative Wahrscheinlich

keit eines di	usiven �Ubergangs verglichen mit der eines reaktiven �Ubergangs�
oder anders ausgedr�uckt� das Verh�altnis zwischen der di	usiven Sprungh�au�g

keit zu der typischen Reaktionsrate� zwischen $� und �$�� Somit ist $� ein Ma� f�ur
die St�arke der di	usiven Kopplung der Zellen� Wenn $� gro� ist� k�onnen die N�

von Zelle zu Zelle wegen des angleichenden E	ekts der Di	usion nicht stark vari

ieren� und die Front mu� sich �uber viele Zelle erstrecken� Entsprechend erlaubt
ein kleines $�� da� die Besetzungszahl jeder Zelle weitgehend durch ihre innere
Reaktionsdynamik bestimmt ist und daher von Zelle zu Zelle stark variieren
kann�

����
 Die Gesamtteilchenzahl und die Frontgeschwindigkeit

Ein pragmatisches Ma� f�ur die Frontposition ist die Fl�ache unter der Kurve
c�x� t� �vergleiche die Abbildung auf Seite ���� oder analog f�ur den diskreten
stochastischen Prozess �N�� � � � � NM��t� die Gesamtteilchenzahl

Ntot ��
MX
���

N�� ������

Ntot�t� ist eine Funktion im Sinne von Abschnitt ��� und somit ein stochasti

scher Proze�� Man kann Ntot�t� als Projektion des Prozesses �N�� � � � � NM��t�
auf den durch den Vektor ��� � � � � �� aufgespannten Unterraum ansehen� Der
Erwartungswert des Zuwachses von Ntot ist

vM ��
d

dt
hNtoti � ������

Benutzt man die exakte Momentengleichung ������ f�ur die rechte Seite und
vernachl�assigt Randterme� erh�alt man die �aquivalente Form

vM �
MX
���

hN�i � �

�
hN�

� �N�i � ������

Diese beiden Gleichungen sind vollkommen analog zu der Gleichung ����� in Ab

schnitt ����� f�ur die Frontgeschwindigkeit bei der Fishergleichung Die Funktion
Ntot und ihre Momente spielen eine zentrale Rolle in dieser Arbeit� Man be

achte� da� Gleichung ������ eine exakte De�nition der Frontgeschwindigkeit ist�
die nicht das Konzept der Stationarit�at in einem mitbewegten Bezugssystem
ben�otigt� Gew�ohnlich wird genau dieses Konzept zur De�nition der Reaktions

frontgeschwindigkeit benutzt �Murray� ������ wie auch wir es in Abschnitt �����
bei der Fisher
Gleichung gemacht haben� Es gibt L�osungen der Masterglei

chung ������� deren Realisierungen eine �bis auf kleine Fluktuationen� zeitlich
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konstante Frontform wie in der Abbildung auf S� �� haben� und f�ur die der En

semblemittelwert der Geschwindigkeit vM zeitlich konstant ist� wir wollen diese
L�osungen k�unftig als Reaktionsfrontl�osungen bezeichnen� Sie sind jedoch� wie
wir noch sehen werden� in keinem mitbewegten Bezugssystem station�ar Da
au�erdem noch nicht einmal einfach zu kl�aren ist� wie sich die Mastergleichung
auf ein relativ zum De�nitionssystem im diskreten Ortsraum bewegtes Bezugs

system transformiert� de�nieren ������ und ������ tats�achlich sehr n�utzliche
Gr�o�en f�ur die Untersuchung solcher Reaktionsfrontl�osungen�

Die Varianz von Ntot�

hhNtotii �� hN�
toti � hNtoti� �

ist ein Ma� f�ur die Streuung der Frontposition um ihren Mittelwert hNtoti� Das
Interesse an hhNtotii liegt darin begr�undet� da� sich� wie wir noch sehen werden�
die Fluktuationen der Reaktionsfrontl�osungen von ������ am st�arksten auf die
Frontposition auswirken� hhNtotii hat o	ensichtlich keine Entsprechung in der
makroskopischen Gleichung� Durch ausdauernde Anwendung der Regeln �
�
erh�alt man�

d

dt
hN�

toti � h�N�
tot�A�i � h�N�

tot�AP � AV �i
� h

X
���

�N�N
�AP �AV �i

�
X
�

hN� �
�

�
N��N� � ��i� �

X
���

hN�N� � �

�
N�N��N� � ��i �

Die Rechnung wird erheblich vereinfacht durch die Symmetrie �N�
tot�AD� � ��

der Di	usionsoperator �andert die Gesamtteilchenzahl nicht� Weiterhin gilt

d

dt



hNtoti�

�
� �hNtoti d

dt
hNtoti

� �
X
���

hN�ihN�i � �

�
hN�ihN��N� � ��i �

und zusammen

d

dt
hhNtotii �

d

dt



hN�

toti � hNtoti�
�

�
X
�

hN�i�
�

�
hN��N� � ��i

� �
X
���

f�hN�N�i � hN�ihN�i�

� �

�
�hN�N��N� � ��i � hN�ihN��N� � ��i�g �������

��� Simulationen

����� Der Algorithmus

Ein Vorteil der Darstellung von Reaktions�Di	usions�Prozessen durch Master

gleichungen ist� da� sich die Mastergleichung direkt in einen einfachen� kom
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pakten und robusten numerischen Simulationsalgorithmus �ubersetzt�
Der Simulationsalgorithmus erzeugt zu einer gegebenen Anfangsvertei


lung ein Ensemble von Realisierungen �


Pfaden�� des stochastischen Prozes


ses �N��t�� � � � � NM�t��� Aus diesem Ensemble k�onnen dann alle interessie

renden Gr�o�en gesch�atzt werden�� Der wohlbekannte Simulationsalgorithmus
�Gillespie� ����� Honerkamp� ����� Breuer et al�� ����� besteht aus drei elemen

taren Schritten�

Zu Beginn jeder Realisierung wird der Zustand �N�� � � � � NM� zur Startzeit
gem�a� der Startverteilung initialisiert�

�� Nehmen wir an� da� zur Zeit t der Zustand des Systems durch
�N�� � � � � NM� gegeben ist� Im ersten Schritt wird der Zeitpunkt t � 	

des n�achsten �Uberganges bestimmt� Die gesamte �Ubergangsrate� das ist
die Rate� mit der irgendein �Ubergang passiert� ist die Summe der Raten
aller �Uberg�ange� die aus dem jetzigen Zustand hinausf�uhren� und kann
direkt von der Mastergleichung abgelesen werden�

Wtot �
MX
���

W� �

wobei

W� �
MX
���

��

��
N� � N� �

�

�
N� �N� � �� � ������

Die Wahrscheinlichkeit� mit der irgendein �Ubergang in dem kleinen Zei

tintervall d	 geschieht� ist Wtotd	 � Die Wartezeit 	 � das ist die Zeit� in
der das System im jetzigen Zustand �N�� � � � � NM� verharrt� bis es den
n�achsten �Ubergang macht� ist folglich exponentialverteilt� Die Zufalls

zahl 	 erzeugt man durch Inversion der Dichte ihrer Verteilung aus der
auf dem Intervall ��� �� gleichverteilten Zufallszahl r gem�a� der Formel

	 � � �

Wtot
ln r �

�� Im zweiten Schritt wird aus allen m�oglichen �Uberg�angen derjenige aus

gew�ahlt� der tats�achlich geschehen soll� Dem �Ubergang entsprechend wer

den die Variablen aktualisiert�

Die Menge aller m�oglichen �Uberg�ange zerf�allt in durch den Zellenin

dex 
 gekennzeichnte Gruppen� Die Gruppe mit dem Index 
 enth�alt
die reaktiven �Uberg�ange� die innerhalb der Zelle 
 geschehen und die
di	usiven �Uberg�ange� bei denen ein Teilchen aus Zelle 
 hinausspringt�
Die �Ubergangsrate W� der Gruppe 
 ist in Gleichung ������ gegeben�
Zun�achst wird die Gruppe 
 mit der relativen Wahrscheinlichkeit W��Wtot

�Es w�are grunds�atzlich auch denkbar� die Mastergleichung als vieldimensionales gekoppel�
tes Di�erentialgleichungssystem zu betrachten und zu integrieren� Dies ist aber komplizierter
und f�uhrt im allgemeinen zu Problemen mit Rundungsfehlern und numerischem Rauschen�
die wir mit der vorgestellten Methode umgehen�
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mit Hilfe der Verwerfungsmethode �Honerkamp� ����� ausgew�ahlt� Da

nach kann einer von den vier �Uberg�angen� die in unserem Fall in je

der Gruppe enthalten sind� mit seiner entsprechenden Wahrscheinlichkeit
gew�ahlt werden�

�a� Di	usive �Uberg�ange�

N� � N� � �
N��� � N��� � �

�
Wahrscheinlichkeit �

�

��
N��W�

N� � N� � �
N��� � N��� � �

�
Wahrscheinlichkeit �

�

��
N��W�

�b� Reaktive �Uberg�ange�

N�� N� � � Wahrscheinlichkeit � N��W�

N�� N� � � Wahrscheinlichkeit �
N��N� � ��

� W�

Die vier Wahrscheinlichkeiten summieren sich zu �� Das Ausf�uhren eines
dieser �Uberg�ange ergibt den neuen Zustand �N�� � � � � NM� zur Zeit t � 	 �

�� Wiederhole die Schritte � und �� bis die gew�unschte Stoppzeit erreicht ist�

Nachdem man eine ausreichende Anzahl von Realisierungen des stochasti

schen Prozesses erzeugt hat� kann man die interessierenden Gr�o�en aus dem
Ensemble sch�atzen�

����� Bemerkungen zu Simulationsprogrammen

Zufallszahlengeneratoren

Kein in den �ublichen Programmiersprachen oder Bibliotheken implementier

ter Zufallszahlengenerator liefert tats�achlich v�ollig unabh�angige Zufallszahlen�
Komplizierte� hochdimensionale Korrelationen zwischen den Zufallszahlen� die
der Zufallszahlengenerator erzeugt� k�onnen im Prinzip das Ergebnis der Simu

lation verf�alschen� genauer gesagt� die simulierten Realisierungen w�aren eigent

lich Realisierungen eines anderen Prozesses und lieferten schlechte Sch�atzun

gen� Es gibt keinen Test� der die Unkorreliertheit eines Zufallszahlengenerators
in streng mathematischem Sinne beweist �Press et al�� ������

Verwendet man im zweiten Schritt des Algorithmus die Verwerfungsme

thode� so ist die Anzahl der zu ziehenden Zufallsvariablen in jeder Schleife
variabel� und man kann erwarten� da� der Algorithmus dadurch gegen Korrela

tionen



unemp�ndlicher� wird� Korrelationen der Zufallszahlen� die l�anger als

die l�angste Korrelationszeit des simulierten Systems sind� werden sich ebenfalls
nicht auswirken�

Was man in dieser Frage allgemein immer tun kann und sollte� ist�
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� Die Ergebnisse bei Verwendung m�oglichst vieler m�oglichst verschiedener
Generatoren vergleichen�

� Versuchen� die Ergebnisse zu verstehen und nicht blind den Simulations

resultaten glauben� und

� Exakte Beziehungen zwischen Variablen ausnutzen� die verschiedene
Sch�atzer f�ur dieselbe Gr�o�e liefern� und die Sch�atzer vergleichen�

Der f�ur die in dieser Arbeit vorgestellten Simulationen verwendete Zufalls

zahlengenerator ist g��caf von NAG �NAG� ������ Eine Stichprobe der damit
erhaltenen Resultate habe ich durch Simulationen unter Verwendungs des Zu

fallszahlengenerators DURAND aus der ESSL�Bibliothek �ESSL� � nachgepr�uft
und validiert� Bei der untersuchten Mastergleichung haben wir zwei Sch�atzer
f�ur die Gr�o�e vM � die gem�a� den Gleichungen ������ und ������ konstruiert sind�
sowie f�ur d

dthhNtotii zwei Sch�atzer� die den beiden Seiten von ������ entsprechen�
Wir werden sie in Abschnitt ����� jeweils miteinander vergleichen�

Modulares Simulieren

Obwohl eine typische Iterationsschleife� wie in Abschitt ����� beschrieben� auf
einer IBM RS���� # ��� nur etwa �� �s ben�otigt� kann die Laufzeit von Simu

lationsprogrammen leicht in die Gr�o�enordnung von Wochen kommen� Es hat
sich als sehr praktisch erwiesen� die Simulationen und die Auswertung �d� h� die
Sch�atzung der interessierenden Gr�o�en� vollst�andig zu trennen� Das Simulati

onsprogramm erzeugt also eine gro�e Datei� in die es w�ahrend jeder Realisie

rung in gewissen Zeitabst�anden die Werte der Zustandsvariablen �N�� � � � � NM�
schreibt� Das hat folgende Vorteile�

� Neue Fragestellungen k�onnen in das Auswerteprogramm� das diese Datei
einliest� eingebaut werden� ohne da� dazu jedesmal neu simuliert werden
mu��

� Das Simulationsprogramm ist kompakt und einfach�

� Verschiedene Realisierungen k�onnen gleichzeitig auf mehreren Rechnern
laufen� hinterher k�onnen die Ausgabedateien einfach aneinandergeh�angt
und als ein gro�es Ensemble ausgewertet werden�

� W�ahrend das Simulationsprogramm noch l�auft� kann man Zwischener

gebnisse aus den bereits geschriebenen Daten betrachten� zum Beispiel
um abzusch�atzen� wie viele Realisierungen und wie viel Zeit man f�ur den
gew�unschten statistischen Fehler braucht�

Durch Verwendung von Kompressionsprogrammen l�a�t sich der Platzbedarf
solcher Ausgabedateien bei der Lagerung stark verringern�
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CPU�Zeit

Ein entscheidendes Laufzeitkriterium �neben der Anzahl der Schleifen� ist
die Akzeptanzrate des Verwerfungsalgorithmus� Sie l�a�t sich verbessern
durch geschicktes Zusammenfassen aller in der Mastergleichung vorkommen

den �Uberg�ange in Gruppen mit jeweils wenigen Elementen und etwa gleicher
Wahrscheinlichkeit� Die Idee ist allgemein anwendbar� die konkrete Umsetzung
h�angt jedoch vom betrachteten System ab �Fricke#Schnakenberg� ������

Da die einzelnen Realisierungen voneinander v�ollig unabh�angig erzeugt wer

den� bietet es sich an� sie parallel auf mehreren Rechnern laufen zu lassen� Dabei
kann man manchmal ausnutzen� da� es eine ganze Schar von Mastergleichun

gen gibt� die alle zu einer gegebenen Gleichung f�ur die Mittelwerte f�uhren� aber
einen sehr unterschiedlichen Rechenzeitbedarf f�ur die Simulation einer Reali

sierung haben� Den k�urzeren Zeitbedarf f�ur eine Realisierung erkauft man sich
dadurch� da� man zur Sch�atzung der Erwartungswerte mit dem gleichen sta

tistischen Fehler entsprechend mehr Realisierungen braucht� Man kann zu Si

mulationszwecken diesen Freiheitsgrad dann schnell und �exibel auf die Anzahl
der verf�ugbaren Rechner optimieren� das hei�t� die Anzahl der Realisierungen
wird so gew�ahlt� da� sie ein Vielfaches der Anzahl der verf�ugbaren CPUs ist
�Breuer#Petruccione� ������

Bei Reaktions�Di	usions�Prozessen gehen wir allerdings gerade nicht von
den Momentengleichungen aus und suchen eine dazu passende Mastergleichung�
Die Mastergleichung ist a priori durch den Reaktions�Di	usions�Prozess be

stimmt� vgl� Kapitel �� und die Momentengleichungen folgen daraus�

����� Simulationsergebnisse� Frontgeschwindigkeit

Anfangsbedingungen

Als Anfangszustand f�ur die Simulationen wurde ein Stufenpro�l

N��t�� �

�
� � f�ur 
 	 
�
� � sonst

und eine


glatte� Funktion� die die schlie�liche Frontform besser approximiert�

verwendet �vgl� �������

N��t�� � round

�
�

�� � exp �� �
� 
�� ����

�
� ������

round�x� ist die x n�achste ganze Zahl� In einem Ensemble von Realisierun

gen des stochastischen Prozesses beginnt jede Realisierung mit dem gleichen
Anfangszustand� Die Anfangsverteilung ist also eine Deltaverteilung�

Kleine Zeiten

Das Verhalten einer Reaktionsfront� die sich aus einer Stufen� Anfangsbedin

gung entwickelt� nach kleinen Zeiten stellt Abbildung ��� dar� Der Parame

ter � � ��� bedeutet� da� sich in einer vollen Zelle links der Front etwa ���
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Abbildung ���� Die zeitliche Entwicklung einer Reaktionsfront aus einer Stufen�
Anfangsbedingung f�ur kleine Zeiten

Die Parameter sind � � ��� und $� � � �d� h� � � ��	�� Die
gepunktete Kurve ist der Anfangszustand zur Zeit t � �� die durch

gezogenen Kurven sind die �uber �� Realisierungen gemittelten Be

setzungszahlen zu den Zeiten t � ���� �� �� �� �� �von links nach
rechts��

Teilchen be�nden� Mit $� � � sind die di	usiven und die reaktiven �Uberg�ange
etwa gleichh�au�g� und die Front erstreckt sich im quasistation�aren Zustand

�uber etwa �� Zellen� Zu einer ausf�uhrlicheren Diskussion der Parameter sei
auf Abschnitt ������� r�uckverwiesen� Die gepunktete Kurve ist der Anfangszu

stand zur Zeit t � �� die durchgezogenen Kurven entstehen durch Mittelung
der Besetzungszahlen von �� Realisierungen zu jeweils gleichen Zeiten�

Die Frontgeschwindigkeit

Die au	allendste Beobachtung bei diesen Simulationen ist� da� die Reaktions

frontgeschwindigkeit bald nach dem Start einen station�aren Wert annimmt� der
von dem f�ur die Fishergleichung erwarteten Wert vmin � �

p
� verschieden ist�

Erinnern wir uns� da� nach einem Satz von Kolmogorov vmin die asymptotische
Geschwindigkeit von Reaktionsfrontl�osungen der Fishergleichung �mit den uns
interessierenden Anfangsbedingungen� ist �siehe Abschnitt ������� Als pragma

tische De�nition der Reaktionsfrontgeschwindigkeit haben wir vM � d

dthNtoti
in Abschnitt ����� eingef�uhrt� vM l�a�t sich leicht aus den Simulationsdaten
sch�atzen und ben�otigt die im Zusammenhang mit stochastischen Prozessen et

was subtile Vorstellung eines mitbewegten Bezugssystems nicht� Abbildung ���
zeigt die Relaxation von vM f�ur die Stufenanfangsbedingung� Die zugrundelie
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genden Simulationsdaten sind dieselben wie f�ur Abbildung ����


��


��


��


��

�

���

���

���

���

�

���


 
 �
 �
 �
 �
 �


vM�
p
�

Zeit t

Abbildung ���� Die Relaxation der Reaktionsfrontgeschwindigkeit vM �

Die Daten entstammen der gleichen Simulation wie in Abbil

dung ���� das hei�t� � � ���� $� � �� Stufen�Anfangsbedingung und
�� Realisierungen� Die durchgezogene Linie ist vM�

p
� gesch�atzt

nach Gleichung ������� die gepunktete Kurve nach Gleichung �������
Die gepunktete Linie bei vM�

p
� � � entspricht der minimalen

und einzigen stabilen Geschwindigkeit von Frontl�osungen der Fis

hergleichung� Der zeitliche Mittelwert von vM f�ur t � �� ist
������� �������p� �vgl� Tabelle �������

Die durchgezogenen Linien in den Abbildungen ��� und ��� zeigen vM�
p
�

gesch�atzt nach Gleichung ������� also den �uber die Realisierungen gemittelten
Zuwachs der Gesamtteilchenzahl pro Zeitintervall� Mit den gepunkteten Linien
ist vM�

p
� gesch�atzt nach Gleichung ������ aufgetragen� Dazu werden hN�i

und hN�
�i f�ur 
 � �� � � � �M aus den simulierten Realisierungen des Prozesses

gesch�atzt und ergeben so gem�a� ������ einen Wert f�ur vM � Der Unterschied
zwischen beiden Sch�atzungen ist mit dem statistischen Sch�atzfehler vereinbar�
Eine signi�kante Abweichung w�urde einen Fehler im Simulationsprogramm si

gnalisieren� Gem�a� seiner De�nition als d

dthNtoti ist vM kein stochastischer
Proze�� sondern eine deterministische und zudem glatte Funktion der Zeit� Das
in den Abbildungen ��� und ��� vM �uberlagerte Rauschen stammt einzig vom
statistischen Sch�atzfehler durch die endliche Stichprobe 

Die Abbildung ��� zeigt� wie vM nach der Relaxation einen zeitlich kon

stanten Wert annimmt� der deutlich verschieden von vmin � �

p
� ist� vmin ist

die minimale und einzige stabile Geschwindigkeit von Frontl�osungen der Fisher

gleichung� Dieser E	ekt ist tats�achlich auch bei der in Abbildung ��� gezeigten
Simulation vorhanden� dort aber kleiner und daher nicht so deutlich sichtbar�
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Abbildung ���� Die Stationarit�at der Reaktionsfrontgeschwindigkeit vM �

F�ur gro�e Zeiten� t� Trelax� nimmt vM einen station�aren Wert
an� Die Parameter� � � ���� $� � � �also � � ����� �� Realisierun

gen� Die Anfangsbedingung war gem�a� ������� Die durchgezogene
Kurve ist vM�

p
� gesch�atzt nach Gleichung ������� die gepunktete

Kurve nach Gleichung ������� Die gepunktete Linie bei vM�
p
� � �

entspricht der minimalen und einzigen stabilen Geschwindigkeit von
Frontl�osungen der Fishergleichung� Der zeitliche Mittelwert von vM
f�ur t � �� ist ������ ������ p� �vgl� Tabelle �������

Die Systemgr�o�e � hat bei Abbildung ��� den Wert ���� bei Abbildung ��� den
Wert � � ���� Das in den beiden Abbildungen unterschiedliche Kurzzeitver

halten begr�undet sich aus den verschiedenen Anfangsbedingungen�

Es soll darauf hingewiesen werden� da� die Stationarit�at von vM nur bedeu

tet� da� der Erwartungswert von Ntot proportional zur Zeit w�achst� Aus den bis
jetzt gezeigten Daten lassen sich keine Aussagen �uber die �Nicht
� Stationarit�at
von h�oheren Momenten oder daraus abgeleiteten Gr�o�en machen�

Zur Zeitskala

Die Zeit� die die spezielle analytische L�osung ����� ben�otigt� um eine Ent

fernung� die ihrer ungef�ahren Frontbreite entspricht� zur�uckzulegen� ist etwa
Trelax � ��� Das ist die einzige Zeitskala der Fishergleichung und somit auch
die Zeitskala� mit der sich die Frontgeschwindigkeit vM ihrem station�aren Wert
ann�ahert� Abbildung ��� und entsprechende Kurven f�ur andere Parameter
best�atigen diese Absch�atzung� Nach Zeiten� die viel gr�o�er als Trelax sind�
wird die Reaktionsfront ihre Anfangsbedingung vergessen haben �solange diese

�uberhaupt die Entstehung einer Reaktionsfront zul�a�t� und sich mit der asym
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ptotischen Geschwindigkeit voranbewegen� Dies ist analog zu dem in Kapitel �
beschriebenen Selektionsmechanismus f�ur die Frontgeschwindigkeit�

Um eine bessere Statistik zu erhalten� kann man zur Sch�atzung von Gr�o�en�
die nach Ablauf mehrerer Relaxationszeiten praktisch station�ar sind �also zum
Beispiel vM �� zus�atzlich zum Ensemblemittel das Zeitmittel bilden� Der erste
verwendete Wert wird etwa � Relaxationszeiten Trelax nach Simulationsstart
bestimmt� die folgenden in �aquidistanten Zeitabst�anden der ungef�ahren L�ange
Trelax� Die Zeitabst�ande sind so gro�� da� aufeinanderfolgend gemessene Werte
als voneinander unabh�angig angenommen werden k�onnen�

�Ubersicht �uber die Frontgeschwindigkeiten vM�
p
� der Simulationen

log �

log $� � � � � � �

� ���������

��

� ��������� ��������� ����������� ������������

���� ���� ��� ���

� ��������� ��������� ����������� ����������� ����������� �����������

���� ���� ���� ��� ��� ���


� ��������� ��������� ���������

���� ���� ���


� ��������� ��������� ���������

���� ��� ���


� ��������� ���������

��� ���


� ��������� �������

��� ���

vM als Funktion von � und ��

Die Tabelle enth�alt eine �Ubersicht �uber die an den Simulationen gemessenen Re

aktionsfrontgeschwindigkeiten vM�

p
� f�ur einen weiten Parameterbereich� Die

angegebenen Geschwindigkeiten sind gem�a� Gleichung ������ als mittlere Teil

chenproduktionsraten aus den Simulationsdaten berechnet� Die Fehler sind
jeweils die Standardabweichungen der Mittelwerte� Die Mittelung erfolgt da

bei� wie gerade beschrieben� als Ensemble
 und Zeitmittel� �uber eine Stichprobe
von r�n Werten� wobei r die Anzahl der Realisierungen und n die Anzahl der

�aquidistanten Me�zeitpunkte ist� Bei den gezeigten Simulationen ist n zwi

schen �� und ���� In der Tabelle ist zu jeder Geschwindigkeit die Anzahl r� n

der Werte angegeben� F�ur Simulationen mit gro�em �� das hei�t mit gro�en
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Besetzungszahlen der Zellen� ben�otigt man weniger Werte als f�ur solche mit
kleinem �� um den gleichen statistischen Fehler zu erhalten� da die Varianz der
Verteilung dieser Werte im Vergleich zum Mittelwert mit steigendem � sinkt�
Abbildung ��� zeigt eine graphische Darstellung der Zeilen $� � ��� � und ��� in
der Tabelle�

���

���

���

��


���

���

���

��	
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���
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 �

vM�
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log �
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�
� �

$� � ��� �

�

�

�

$� � �� �

�

�
�

Abbildung ����

Die Frontgeschwindigkeit vM als Funktion von � f�ur $� � ���� �
und ��� Die Werte sind der Tabelle auf Seite �� entnommen�

Bei $� � � konnte � �uber f�unf Gr�o�enordnungen von �� bis ��
 variiert
werden� F�ur die anderen $��Werte habe ich bis auf eine Ausnahme keine Si

mulationen mit � gr�o�er als ���� gemacht� da die hierf�ur ben�otigte Rechenzeit
sehr gro� w�are�

Wir sehen� wie die Kurve� die zu $� � � geh�ort� mit wachsendem � langsam�
aber zielstrebig gegen die



Kolmogorovsche Geschwindigkeit� vmin konvergiert�

F�ur eine Frontgeschwindigkeit� die mit der der Fishergleichung konsistent ist�
mu� � mindestens von der Gr�o�enordnung ��� sein� Dies bedeutet nat�urlich
nicht� da� f�ur � � ��� die Fluktuationen einfach vernachl�assigbar werden und
die Mastergleichung in die makroskopische Gleichung� also die Fishergleichung

�ubergeht� Wir werden andere Gr�o�en� wie zum Beispiel die Varianz der Front

geschwindigkeit� �nden� die selbst f�ur viel gr�o�ere � noch signi�kante Fluktua

tionse	ekte aufweisen�

Weiterhin sehen wir� da� die Kurven zu verschiedenen $��Werten sich qua

litativ anders verhalten� Die Art und Weise� mit der sich die station�are Front

geschwindigkeit vM bei wachsendem � und konstantem $� asymptotisch an den
zur makroskopischen Gleichung geh�orenden Wert vmin ann�ahert� h�angt von $��

�log �� � ���� f�ur diesen Eintrag�
�Nur eine Realisierung�
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das hei�t von der Frontbreite ab� Wir erinnern uns an Abschnitt ������ in dem
wir festgestellt haben� da� die Breite einer Realisierung der Front etwa ��

p
$�

Zellen ist�
Die Frage ist nun� woher kommt die zun�achst �uberraschend schlechte

Ann�aherung der Frontgeschwindigkeit an den f�ur die makroskopische Glei

chung vorhergesagten Wert% Die Momentengleichung ������ folgte exakt aus
der Mastergleichung� Der Satz von Kolmogorov �uber die Selektion der mini

malen Frontgeschwindigkeit vmin gilt exakt f�ur die makroskopische Gleichung�
die Fishergleichung� Um von der Momentengleichung auf die diskretisierte
makroskopische Gleichung zu kommen� haben wir die Poissonsche N�aherung
hN�

� �N�i 
 hN�i� gemacht� Der Gedankengang l�a�t sich schematisch so dar

stellen�

Master

gleichung

� Momenten

gleichung

�
makroskopische
Gleichung

� v � vmin

Um die Abweichung des Verhaltens der Mastergleichung �genauer� der Mit

telwerte des durch die Mastergleichung beschriebenen stochastischen Prozes

ses� von dem der makroskopischen Gleichung zu verstehen� k�onnen wir also den
Schritt von der Momentengleichung zur makroskopischen Gleichung n�aher un

tersuchen� Dies werden wir im Rest des Kapitels tun� Dieser Weg gibt wichtige
heuristische Hinweise� ist aber letztlich f�ur das theoretische Verst�andnis unbe

friedigend� Deswegen wird in Kapitel � ein anderer Ansatz� die ��Entwicklung�
vorgef�uhrt�

Betrachten wir die Gr�o�e

�� �� hN�
�i � hN�i� � hN�i � ������

Sie quanti�ziert die Abweichung der wahren Verteilung von der Poissonschen
N�aherung� In Abbildung ��� ist sie zusammen mit dem mittleren Frontpro�l
hN�i f�ur � aufeinanderfolgende Zeitpunkte aufgetragen�

Wir sehen� da� �� jeweils in der Mitte der Front am gr�o�ten wird� wo die
Front am steilsten ist� Dort ist die Teilchenproduktionsrate maximal und die
mittlere Besetzungszahl hN�i � �c� w�achst am schnellsten� Au�erhalb des
Frontbereichs� insbesondere auf dem Plateau links der Front� verschwindet ���
das hei�t� dort gilt die Poissonsche N�aherung gut� Weiterhin ist die Kurve ��

etwa proportional zur Ableitung der mittleren Frontform� Die H�ohe der ���
Kurven w�achst mit der Zeit� und wenn man genau hinschaut� sieht man� da�
auch ihre Breite sowie die Breite des mittleren Frontpro�ls mit der Zeit w�achst�
Wie sind diese Beobachtungen zu verstehen%

Dazu betrachten wir Abbildung ���� Die durchgezogenen Linien zeigen die
Besetzungszahlen N� aus verschiedenen Realisierungen des stochastischen Pro

zesses zur gleichen Zeit� Die Fronten aus verschiedenen Realisierungen gehen
�bis auf kleine Fluktuationen� durch Verschiebung entlang der 
�Achse aus

einander hervor� Die Frontformen bei den verschiedenen Realisierungen �und
auch zu verschiedenen Zeiten� sind bis auf kleine Fluktuationen gleich� In die

sem Sinne ist die Form der Reaktions�Front stabil� Zum Vergleich zeigt die
gestrichelte Kurve die Form der speziellen analytischen L�osung ������ Ihre hori

zontale Position ist willk�urlich gew�ahlt� Wir sehen� da� sie eine gute Vorstellung
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Abbildung ���� Die Abweichung �� von der Poissonschen N�aherung

Die durchgezogenen Kurven stellen ��� die gestrichelten das zu�

geh�orige mittlere Frontpro�l hN�i zu den vier Zeiten t � �
� ��
� ��
���


dar� Die Parameter sind � � �
�� �� � � wie in den Abbildungen ���

und ���� In den Zeitintervallen �t � �
 zwischen den � Plots bewegt sich

die Front tats�achlich um etwa jeweils ��	 Zellen nach rechts� um die vier

Plots in ein Schaubild bringen zu k�onnen� sind die Kurven hN��ti�i und

���ti� jeweils geeignet entlang der ��Achse verschoben�

davon gibt� welche Form die einzelnen Realisierungen der Front haben�
Die Kurve mit den kleinen Quadraten schlie�lich stellt den Mittelwert von ��

Realisierungen dar� Die Fehlerbalken entsprechen dem Standardfehler des Mit

telwerts� Die gemittelte Front ist �acher als die einzelnen Realisierungen� weil
sie durch das Mitteln dieser steileren Fronten� die sich an verschiedenen Positio

nen be�nden� entsteht� Das ist ein Beispiel f�ur die ganz allgemeine Feststellung�
da� der Erwartungswert einer h�oherdimensionalen Zufallsvariablen ganz anders
aussehen kann als ihre typischen Realisierungen� selbst wenn die Verteilung un

imodal ist�

Die Interpretation dieses Bildes ist� Jede Realisierung der Front beh�alt ihre
Form� w�ahrend sie sich fortbewegt� erf�ahrt aber st�andig zuf�allige seitliche Ver

setzungen� Daher sind verschiedene Realisierungen zur gleichen Zeit an ver

schiedenen Positionen� Die Fluktuationen� die diese seitlichen Versetzungen
bewirken� wollen wir translative Fluktuationen nennen� Andere Fluktuatio

nen� die die Form der Realisierungen der Front ver�andern� werden o	enbar gut
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Abbildung ���� Die Streuung der Frontposition verschiedener Realisierungen
zur gleichen Zeit

Die durchgezogenen Linien zeigen die Besetzungszahlen N� aus
verschiedenen Realisierungen des stochastischen Prozesses zur glei

chen Zeit� Zum Vergleich zeigt die gestrichelte Kurve die Form der
speziellen analytischen L�osung ����� an einer willk�urlichen Position�
Die Kurve mit den kleinen Quadraten stellt die Mittelwerte von ��
Realisierungen dar� dabei entsprechen die Fehlerbalken dem Stan

dardfehler des Mittelwerts�

ged�ampft� die Formen der Realisierungen stimmen gut miteinander �uberein
und �ahneln �uberdies der speziellen analytischen L�osung der makroskopischen
Gleichung�

Wir sind nun an einer Stelle angelangt� an der die bisher pr�asentierte Theorie
�Momentengleichungen und daraus abgeleitete Gr�o�en� nicht viel mehr zur
Erhellung der gefundenen Simulationsergebnisse beitragen kann� Es ist klar�
da� man durch die Poissonsche N�aherung hN�

� � N�i 
 hN�i� einen Fehler
macht� es ist aber im Moment unklar� wie man ihn quanti�zieren k�onnte� ob
man Bedingungen �nden kann� in denen er vielleicht doch vernachl�assigbar ist�
oder was man sonst tun k�onnte�

Im n�achsten Kapitel werden wir daher ausf�uhrlich die ��Entwicklung
einf�uhren� In ihrem Lichte werden die bisherigen Ergebnisse der Simulatio

nen verst�andlich� und sie bereitet die Grundlage f�ur die Pr�asentation weiterer
Simulationsresultate�
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��� Die ��Entwicklung

D
ie grunds�atzliche Idee der ��Entwicklung �van Kampen� ����� ist es�
vom komplizierten� meistens multivariaten stochastischen Proze�� der
durch die Mastergleichung beschrieben wird� einen deterministischen

Anteil abzuspalten und den verbleibenden stochastischen Anteil nach der Sy

stemgr�o�e zu entwickeln� Der deterministische Anteil beschreibt die Dynamik
der Mittelwerte der stochastischen Variablen� Gen�ugend gro�e Systeme mit
kleinen Fluktuationen sind dadurch oft ausreichend beschrieben� Dies ist die



makroskopische Gleichung�� die man oft schon aus heuristischen oder ph�ano


menologischen �Uberlegungen kennt� Die Aufgabe der ��Entwicklung ist es� die
makroskopische Gleichung aus einer gegebenen Mastergleichung zu extrahieren
und herauszu�nden� wie gro� oder klein die Fluktuationen um den Mittelwert
sind�

��
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Wir werden diese Idee im folgenden genauer fassen und die ��Entwicklung
am Beispiel der Mastergleichung ������ durchf�uhren� Einer der Kernpunkte
der ��Entwicklung� der Zusammenhang zwischen der Stabilit�at der makrosko

pischen Gleichung und der Gr�o�e der Fluktuationen� wird an diesem Beispiel
besonders deutlich�

In der Einf�uhrung wurde bereits auf die Rolle der internen Fluktuationen
und auf den Unterschied zu externen Fluktuationen eingegangen� Von einem
experimentellen Standpunkt aus sind interne Fluktuationen Ausdruck der dis

kreten Natur der Materie �van Kampen� ������ Es ist eine Beobachtungstatsa

che und auch v�ollig plausibel� da� Fluktuationen in kleinen Systemen relativ
mehr ins Gewicht fallen als in gro�en� Eine ganz elementare mathematische
Formulierung dieses Sachverhalts ist der Zentrale Grenzwertsatz�

In Reaktions�Di	usions�Systemen sind die betrachteten Variablen die Be

setzungszahlen N�� Die Verbindung zur makroskopischen Variablen



Konzen


tration� ist durch

c� �
hN�i

�
�����

gegeben� Die stochastische Variable N� �andert sich jeweils in Spr�ungen von
��� und in diesem Sinn hat ein Konzentrationsquant� also die Auswirkung
eines elementaren �Ubergangs� die Gr�o�e ����

Die mesoskopische Beschreibung von Reaktions�Di	usions�Systemen mit
Besetzungszahlen N� unterscheidet sich grunds�atzlich in zwei Punkten von der
makroskopischen mit Konzentrationen c��

mesoskopisch makroskopisch

diskret� N� � N� kontinuierlich� c� � R�
�

stochastisch� Mastergleichung deterministisch � Ratengleichung

Der Unterschied diskret�kontinuierlich verschwindet im allgemeinen wie ���
f�ur � � 
� und er wird in dieser Arbeit nicht weiter diskutiert� F�ur die �

Entwicklung ist es auch gleichg�ultig� ob die mesoskopische Variable diskret oder
kontinuierlich ist� Der Unterschied stochastisch�deterministisch verschwindet�
wie wir noch sehen werden� f�ur Reaktions�Di	usions�Systeme



bestenfalls� mit

��
p

� und


schlimmstenfalls� �uberhaupt nicht�


���� Die Bedeutung des Parameters � in der ��Entwicklung

Will man die ��Entwicklung einer beliebigen Mastergleichung ausf�uhren� mu�
man nat�urlich zuerst den richtigen Entwicklungsparameter � identi�zieren� Die
�
Entwicklung involviert immer zwei Gr�o�enordnungen� die mesoskopische und
die makroskopische� Der Parameter � f�uhrt die Unterscheidung zwischen die

sen beiden Gr�o�enordnungen ein� � ist das Verh�altnis von einem Quant �einem
typischen elementaren �Ubergang in der Mastergleichung� der mesoskopischen
Variablen und einem typischen Wert der betrachteten makroskopischen Varia

blen� Die makroskopische Variable ist immer als Mittelwert zu interpretieren�
vgl� ������

Eine Komplikation gibt es bei der ��Entwicklung von Reaktions�Di	usions�
Systemen� der Limes � � 
� den man in der ��Entwicklung macht� zerst�ort
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als Limes �Volumen der Zellen�� 
 zun�achst einmal alle r�aumliche Struktur�
beziehungsweise verletzt die Forderung nach r�aumlicher Homogenit�at der Zellen
�vgl� Abschnitt ����� Man kann �und mu�� dieses Problem durch eine simultane
Mitskalierung der anderen Parameter konsistent beheben�

Zum einen kann man simultan zum Limes � �
 den oder die Di	usions

koe�zienten mit �� wachsen lassen� Man sorgt so daf�ur� da� die Di	usion mit
der st�andig wachsenden Zellgr�o�e mitkommt� vgl� Gleichung ������� Genau zu
diesem Zweck wurde in Abschnitt ����� vom Parameter � zu $� � ���� �uberge

gangen� Bei der �
Entwicklung wird $� und nicht etwa � konstant gehalten�

Alternativ kann man den Di	usionskoe�zienten konstant halten und simul

tan zum Limes � �
 die Reaktionsraten entsprechend herunterskalieren� Die
Interpretation ist� da� beim Limes � � 
 das Zellvolumen immer konstant
bleibt und die Konzentrationen wachsen �Breuer et al�� ������

Mathematisch sind beide Skalierungsm�oglichkeiten nat�urlich �aquivalent�


���� Durchf�uhrung

Der Ansatz zur ��Entwicklung lautet nun �Nicolis#Malek
Mansour� �����

N� � �c��t� � ����� 
 � �� � � � �M � �����

Die Dynamik der makroskopischen� deterministischen Variablen c� soll nicht
mehr von � abh�angen� Der Faktor � vor c� ergibt sich aus ������ � �
���� � � � � �M� ist die transformierte stochastische Variable� die die Fluktuatio

nen um den Mittelwert �c�t� beschreiben soll� Sie geht mit dem Faktor �� in
die Besetzungszahlen N ein� � ist zun�achst eine unbestimmte Zahl zwischen
� und �� � � � entspricht einem vollkommen determinierten� � � � einem
vollkommen stochastischen System� in dem sich gar keine nichttriviale deter

ministische Gleichung f�ur die Mittelwerte extrahieren l�a�t� Wir betrachten im
folgenden nur � � �� Der Exponent � ist durch die Forderung bestimmt� da�
die Gleichung f�ur die �� �in niedrigster Ordnung� nicht von � abh�angt� Ob das

�uberhaupt m�oglich ist� und was es bedeutet� werden wir im folgenden sehen�
Gesucht ist nun eine Mastergleichung f�ur die Wahrscheinlichkeitsdichte

&���� � � � � �M � t� der ��� Die Operatoren der Mastergleichung f�ur P sind A
und �

�t � sie arbeiten im Raum der Funktionen von �N�� � � � � NM � t�� Wir suchen
die transformierten Operatoren� die auf Funktionen von ���� � � � � �M � t� wirken�

P �N�� � � � � NM � t� A� �
�t

��
P �N�� � � � � NM � t�

l Gl������ l Gl������

&���� � � � � �M � t� ��
transformierte Operatoren &���� � � � � �M � t�

Die Transformation des Mastergleichungsoperators A f�uhren wir wieder zur�uck
auf die der elementaren E
Operatoren� aus denen A aufgebaut ist�

E��� f�� � ��� � � �� � f�� � ��� � ��� � � �� �
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Da f�ur gro�es � die Sprungweite ��� immer kleiner wird� ist es sinnvoll� die
E
Operatoren zu entwickeln�

E��� � �� �

��
�� �

�

����
��� � o������ � �����

Dabei ist �� � ����� und o������ steht f�ur Terme mit der Eigenschaft

lim
���

o������

����
� � �

Das Abbrechen dieser Entwicklung der E�Operatoren nach dem zweiten Glied
ist letztendlich der Grund� warum wir sp�ater als Resultat der ��Entwicklung
eine Fokker
Planck
Gleichung f�ur &���� � � � � �M � t� bekommen�

Die Transformation der Zeitableitung �
�t ist etwas subtiler� da die Trans


formation ����� selbst �uber die c��t� zeitabh�angig ist �van Kampen� ������ Be

trachten wir einen Zustand N � Zur Zeit t ist ihm durch die Transformations

vorschrift ����� der Zustand c�t�� � zugeordnet� zur Zeit t � �t der Zustand
c�t � �t�� ��� Nun h�angen � und �� zusammen durch

N � �c�t� � ��� � �c�t � �t� � ���� �

woraus f�ur kleines �t

�� � � � �����c

�t
�t��t

folgt� Es mu� nat�urlich gelten

P �N� t� � &��� t�

P �N� t� �t� � &���� t � �t� �

und damit

P �N� t� �t�� P �N� t�

�t
�

&���� t � �t�� &��� t�

�t
�

Im Limes �t� � erhalten wir schlie�lich

�P �N� t�

�t
�

�
�

�t
� �����c

�t

�

��

�
&��� t� �

�
�

�t
� ����

X
�

�c�
�t

�

���

�
&��� t� �

Die Terme auf der rechten Seite sind �ahnlich zu interpretieren wie die konvektive
Ableitung in der Fluiddynamik�

Die transformierte Mastergleichung f�ur &���� � � � � �M � t� hat nun die gleiche
Form wie die urspr�ungliche� �

�tP � AP � mit den transformierten Operatoren�
Also��

�

�t
� ����

X
�

�c�

�t

�

���

�
� �

�X
�

��

��
��

�

��
���� �

�

����
����� � � � �

��
� �

�

��
�� �

�

����
��� � � � �

�

�

�
��

�

��
���� �

�

����
����� � � � �

��
� �

�

��
�� �

�

����
��� � � � �

�
� �

�
��c� � �����

�

�
�

�

��
�� �

�

����
��� � � � �

�
��c� � �����

�

�
�

��
�� �

�

����
��� � � � �

��
�c�� � ���c��� � c� ������� ���������


�
� �����
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Die Punkte �� � �� stehen jeweils f�ur Terme o������� Wir k�onnen sie ver

nachl�assigen� da nach dem Ausmultiplizieren aller Klammern und Zusammen

fassen alle Terme� die solche o�������Terme als Faktoren enthalten� f�ur � � 

ohnehin verschwinden� Das Ausmultiplizieren der Terme innerhalb der ge

schweiften Klammer ergibt�

�

��
����� ���� � ����� �

�

����
������ ������ � ������ ������ � ������ � � � � �


���� Die makroskopische Gleichung

Nach dem Ausmultiplizieren aller Klammern in Gleichung ����� sind die gr�o�ten
Terme von der Ordnung ����� Alle anderen sind von Ordnung �� und klei

ner� Damit die Gleichung f�ur � � 
 nicht divergiert� m�ussen sich die gro�en
Terme wegheben� genauer gesagt� die Summe aller �����Terme mu� von der
Gr�o�enordnung �� oder kleiner sein� Diese Bedingung lautet

�
X
�

�&

���

�c�
�t

�

�X
�

$������� � ��� � �����c� � ��c� � ��c
�
�

�
& �

oder umgruppiert

�
X
�

�
��c�

�t
� $��c��� � �c� � c���� � c� � c��

�
�&

���
���� � � � � �M� � � �

Dies soll in jedem Punkt ���� � � � � �M� gelten� darum mu� die geschweifte Klam

mer f�ur jedes 
 separat verschwinden�

�c�
�t

� $��c��� � �c� � c���� � c� � c�� � �����

Das ist die makroskopische Gleichung� die wir durch eine systematische Ent

wicklung als kontrollierbare N�aherung aus der Mastergleichung ������ extrahiert
haben� Die makroskopische Gleichung beschreibt die deterministische Bewe

gung der Mittelwerte c�� Es ist an dieser Stelle aber noch nicht klar� ob der
Ansatz ����� mit � � � �uberhaupt gerechtfertigt war� beziehungsweise� wie gro�
der Exponent � ist 

Die Gleichung ����� gilt exakt im Limes � � 
� F�ur endliches � gilt sie�
wie schon erw�ahnt� nur bis auf Terme der Gr�o�enordnung ����� genauer sind
die c� von den �� prinzipiell nicht unterscheidbar� Man kann den Ein�u� die

ser �����Terme als St�orungen der makroskopische Gleichung ����� betrachten�
Die makroskopische Gleichung macht genau dann Sinn� wenn ihre L�osungen
gegen alle solchen St�orungen stabil sind� Dies ist das Thema des Rests dieses
Abschnitts�
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���
 H�ohere Ordnungen� Die Fluktuationen

Die restlichen Terme von ����� von der Ordnung �� und kleiner ergeben

�&

�t
�

� X
�

$������� � ��� � ������� � ���� � �c�����

�
�����

�



$������� � ���� � ����� � ������ � �������c� � ���c� � ���c

�
�

�
����� ���

�
� � o�����

�
& � �����

Um die Terme gem�a� ihrer Bedeutung zusammenzufassen� de�nieren wir die
Driftterme

L���� �� $������ � ��� � ����� � �� � �c��� �����
$L���� �� L����� ���� ��� �

L� ist der Anteil von $L�� der linear in 
 ist� Er ist um eine Gr�o�enordnung
���� gr�o�er als der nichtlineare Anteil� Die Di	usionsmatrix D ist durch

D��� �� �����
h

����


$��c��� � �c� � c���� � c� � c��

�
�$� ��������c� � c���� � �������c� � c�����

i
�����

gegeben�
Die Werte von c� in diesen Ausdr�ucken sind dadurch bestimmt� da� sie der

makroskopischen Gleichung ����� und einer Anfangsbedingung gen�ugen� Lassen
wir die o������Terme endlich weg� so erhalten wir aus ����� die Fokker�Planck�
Gleichung f�ur die Fluktuationen�

�&��� t�

�t
�

�
��X

�

�� $L���� �
�

�

X
���

����D���

�
A&��� t� � �����

Die Fokker�Planck�Gleichung ist eine Mastergleichung f�ur den stochastischen
Proze� der kontinuierlichen Variablen ���� � � � � �M�� bei der der Masterglei

chungsoperator A ein Di	erentialoperator zweiter Ordnung ist� Die ��
Entwicklung einer beliebigen Mastergleichung f�uhrt immer zu einer Fokker�
Planck�Gleichung der Form ������ mit den jeweils entsprechenden Drift
 und
Di	usionstermen�

Die Interpretation von L����� $L���� und D��� wird klar� wenn wir uns die
Gleichungen f�ur die Momente der Mastergleichung ����� anschauen�

�

�t
h�i � h $L���i ������

�

�t
h����i � h�� $L����i� h�� $L����i� D��� � ������

Bezeichnen wir den Mastergleichungsoperator auf der rechten Seite von �����
mit A� dann folgen die Momentengleichungen ������ und ������ aus der Kom

mutatorregel� die in Abschnitt ��� �Seite ��� eingef�uhrt wurde� �

�th�i � h���A�i
und entsprechend f�ur die Kovarianzen� Die Rechnung ist einfach�
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Der Driftoperator $L beschreibt also die Zeitentwicklung von kleinen St�orun

gen h�i� Es ist eine allgemeine und fundamentale Eigenschaft der ��
Entwicklung� da� der lineare� f�uhrende Anteil des Driftoperators der Fokker�
Planck�Gleichung ����� mit der Linearisierung der makroskopischen Gleichung

�ubereinstimmt� Wenn dies nicht so w�are� w�are die ��Entwicklung inkonsistent�
In unserem Fall hei�t das� da� der lineare Operator L dem Operator H

entspricht� den wir in Kapitel �� Gleichung ������� bei der linearen Stabilit�ats

analyse von L�osungen der Fisher�Gleichung kennengelernt haben� L ist die
r�aumlich diskrete Version von H� das hei�t� statt der zweiten Ableitung nach
der Ortsvariablen steht bei L der Di	erenzenquotient� und L ist im ruhenden
Bezugssystem de�niert �Ortsvariable 
�� w�ahrend H ja im mit der Front mit

bewegten z�System de�niert ist�

Wenn der Driftoperator negativ de�nit ist �wir werden darauf zur�uckkom

men�� dann sind die Fluktuationen ged�ampft� W�urde Gleichung ������ alleine
die Szene beherrschen� dann zer�ele jede Anfangsbedingung &��� �� gegen eine
Verteilung mit h�i � �� In der linearen N�aherung sind die Eigenwerte von L
die inversen Relaxationszeiten der Eigenmoden von L�

Zur Interpretation von ������ betrachten wir einen Anfangszustand
&��� �� � ����� Die Varianzen hh��ii entwickeln sich dann gem�a�

�

�t
hh��iijt�� �

�

�t
h���ijt�� � D��� � � �

Die Di	usionsmatrix D��� spielt also die Rolle einer Rauschquelle� die dem
zun�achst deterministischen Zustand zur Zeit t � � Varianzen beibringt� Der
Begri	



Di	usion� in diesem Zusammenhang hat� nebenbei bemerkt� direkt

nichts zu tun mit der Di	usion der einzelnen Teilchen im Ortsraum� sondern
er kommt daher� da� sich der Zustand des Gesamtsystems im Rahmen der
N�aherung der Fokker�Planck�Gleichung di	usionsartig im �
Raum ausbreitet�

Fassen wir noch einmal zusammen� welche verschiedenen Gr�o�enordnungen
in � bei der Entwicklung auftauchen� und wie die Terme zu interpretieren sind�

Potenz von � Interpretation

�� � makroskopische Gleichung
� L� linearer Teil des Driftoperators�



D�ampfung�

�� �� D� Di	usionsmatrix�


Rauschquelle�

�� � nichtlinearer Teil des Driftoperators L
� �� vernachl�assigt

F�ur � � �
� sind die verschiedenen Gr�o�enordnungen in der Tabelle bereits

richtig geordnet� f�ur � � �
� ist � � � � �� ���


���� Die Konkurrenz von Rauschquelle und D�ampfungsterm

Der Wert von � bestimmt sich aus der Konkurrenz von Rauschquelle und D�amp

fungsterm� Diese Behauptung soll im folgenden erl�autert werden� Damit die
ganze ��Entwicklung �uberhaupt Sinn macht� mu� die Anfangsbedingung� die
Verteilung P �N�� � � � � NM � t � �� gut lokalisiert sein� W�are sie schon v�ollig ver

streut� dann w�are gar nicht klar� was f�ur einen deterministischen Anteil man mit
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dem Ansatz ����� abspalten sollte �van Kampen� ������ Im Verlauf der Zeit wird
sich die Verteilung P �N�� � � � � NM � t� durch den Ein�u� der Rauschquelle immer
mehr ausbreiten� die Fluktuationen wachsen� Es gibt dann zwei M�oglichkeiten�
entweder die Fluktuationen sind �uberhaupt nicht ged�ampft� und die Verteilung
verschmiert sich immer weiter ��ahnlich wie bei der gew�ohnlichen Di	usion��
oder irgendwann wird der D�ampfungsterm stark genug� da� er die Rauschquelle
kompensiert� und die Breite der Verteilung P �N�� � � � � NM � t� �nicht notwendi

gerweise die Verteilung selbst � relaxiert gegen einen station�aren Wert�

Etwas heuristisch�intuitiv k�onnen wir den Ansatz ����� dazu benutzen� die
zeitliche Entwicklung der Breite der Verteilung P in einen zeitabh�angigen Ex

ponenten ��t� zu stecken und zu fordern� da� die Verteilung &��� t� �egal� was
sie sonst tut� immer eine zeitunabh�angige



Normbreite� hat� F�ur die zeitliche

Entwicklung der Breite von P � wie sie im vorigen Absatz beschrieben wurde� gilt
dann die Anfangsbedingung ���� � � und der Limes ��t� � �stat f�ur t � 
�
Wir wollen uns �uberlegen� welche verschiedenen M�oglichkeiten es f�ur den Wert
von �stat je nach den Eigenschaften des Driftoperators gibt�

� Als erstes betrachten wir den Fall� da� der lineare Anteil L des Drift

operators negativ de�nit ist� also nur negative Eigenwerte hat� Wenn �
beginnend mit � w�achst� f�allt die St�arke der Rauschquelle� beginnend bei
�� wie ������ bis sie schlie�lich bei � � ��� eine St�arke der Ordnung ��

erreicht hat und also von der D�ampfung kompensiert wird�

Dieser Fall ist die


gew�ohnliche� ��Entwicklung �van Kampen� ������ die

zur Linear�Noise�Approximation f�uhrt� F�ur � � ��� ist n�amlich der
nichtlineare Teil des Driftoperators von der Ordnung �� �

� und somit ver

nachl�assigbar� und die Fokker�Planck�Gleichung ����� ist linear� Sie be

schreibt einen nichtstation�aren Gau�proze��

Ein negativ de�niter Operator L ist die


bestm�ogliche� D�ampfung und

f�uhrt dazu� da� die Fluktuationen


kleinstm�oglich�� n�amlich von Ordnung

���� sind� so wie man sie erwartet� wenn die Bedingungen des Zentralen
Grenzwertsatzes gegeben sind�

� Betrachten wir weiterhin den Fall� da� alle D�ampfungsterme verschwin

den� Die Rauschquelle hat dann freie Hand und treibt � bis zum maxi

mal m�oglichen Wert � � �� Es gibt dann �uberhaupt keine nichttriviale
makroskopische Gleichung� Die Dynamik des Systems ist ausschlie�lich
durch die Fluktuationen bestimmt� �ahnlich wie beim Random�Walk eines
Teilchens� Dieser Fall l�auft unter der Bezeichnung



The Di	usion Type�

�van Kampen� ������

� Die erste� lineare Ordnung L des Driftoperators kann identisch null sein�
aber h�ohere Ordnungen sind negativ de�nit� Im eindimensionalen� sta

tion�aren Fall ist diese Situation noch recht einfach �uberschaubar� dann
hat die makroskopische Gleichung die Form

d

dt
c � f�c� �
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und eine station�are L�osung c� ist durch f�c�� � � gegeben� Der maximal
stabile Fall mit � � �

� entspricht f ��c�� � �� Die L�osung ist aber auch
dann stabil� wenn c� ein Maximum h�oherer Ordnung ist� also wenn gilt�

f�c�� � f ��c�� � � � � � f �k����c�� � �� f �k��c�� � �� k ungerade�

Mit einer modi�zierten ��Entwicklung� die auch h�ohere Ordnungen mit

nimmt� folgt aus der Konkurrenz von D�ampfungsterm und Rauschquelle�
� � k��k��� �Malek
Mansour et al�� ������ Je gr�o�er k� also je schw�acher
die Stabilit�at� desto n�aher ist � bei ��

Der dritte Fall liegt irgendwo zwischen den ersten beiden� dies tri	t auch auf
das System zu� dessen ��Entwicklung in diesem Kapitel ausgef�uhrt worden ist�
aber auf eine andere� viel kompliziertere Art� Um das zu einzusehen� ben�otigen
wir die De�nitheitseigenschaften des uns interessierenden Driftoperators $L aus
Gleichung ������ Dazu k�onnen wir direkt an die Resultate des Abschnittes ���
anschlie�en� Dort haben wir die Stabilit�at der Frontl�osungen der Fisherglei

chung untersucht� Die Fishergleichung ist die r�aumlich kontinuierliche Form
der r�aumlich diskreten makroskopischen Gleichung ������ Wir unterstellen� da�
die Stabilit�atseigenschaften der diskreten Version f�ur ausreichend



glatte� Fron


ten gleich denen der kontinuierlichen sind� Rezitieren wir die Ergebnisse von
Abschnitt ����

St�orungen� die die Frontl�osungen der Fishergleichung seitlich versetzen� aber
deren Form nicht �andern� sind nicht ged�ampft� n�amlich die translativen St�orun

gen der Form g� �Gleichung �������� Sie sind Nulleigenvektoren von H und da

mit von L� Dar�uberhinaus k�onnen die translativen St�orungen auch bei Entwick

lung des Driftoperators zu h�oheren Ordnungen als der linearen nie ged�ampft
sein� denn sie f�uhren wegen der Translationsinvarianz der Fisher
 und der Ma

stergleichung ja L�osungen in L�osungen �uber� Alle anderen St�orungen� das sind
die� welche die Frontform ver�andern� sind ged�ampft�

Ich m�ochte hier noch einmal auf die Abbildung ��� auf Seite �� hinweisen�
die ganz plastisch den E	ekt der translativen Fluktuationen sowie den Nicht

E	ekt der anderen Fluktuationen darstellt�

Zusammenfassend� Die St�arke des D�ampfungsterms bei der Masterglei

chung ������ liegt irgendwo zwischen maximal �linearer Operator L negativ
de�nit� und minimal ��uberhaupt keine D�ampfung�� Genauer gesagt� Der Funk

tionenraum der m�oglichen St�orungen enth�alt einen eindimensionalen Untervek

torraum von translativen St�orungen� die von der Dynamik des Systems nicht
ged�ampft sind� Entsprechend liegt � zwischen �

� und �� Es w�are nun sch�on�
aus den Eigenschaften der Terme� die bei der �
Entwicklung auftreten� weitere
Schlu�folgerungen zu ziehen� die es erlauben� den Wert von � genauer zu be

rechnen oder abzusch�atzen� Dies ist mir im Rahmen dieser Arbeit leider nicht
gelungen�


���� Fragestellungen f�ur weitere Simulationen

Wenn man


analytisch� nicht weiterkommt� beginnt die Numerik� Um aus

Simulationen der Mastergleichung � einfach bestimmen zu k�onnen� hilft uns
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die folgende Beziehung zwischen � und der Varianz der Gesamtteilchenzahl
hhNtotii� die unmittelbar aus dem Ansatz ����� und der De�nition ������ der
Gesamtteilchenzahl Ntot folgt�

d

dt
hhNtotii � ��� d

dt

X
���

h����i � h��ih��i � ���f�$�� � ������

Die Annahme der ��Entwicklung ����� besagt� da� f�ur gro�es � die Dyna

mik der ��� also auch von f�$��� in f�uhrender Ordnung nicht von � abh�angt�
Wir k�onnen nachpr�ufen� ob dies richtig ist� wenn wir die ��Abh�angigkeit von
hhNtotii an den Simulationen messen� bei konstantem anderen Parameter $��
Dies werden wir in Abschnitt ����� tun und aus den simulierten Daten � be

stimmen�

Wir wollen uns �uberlegen� in welcher Form f�$�� von $� abh�angen kann� Dazu
setzen wir zun�achst die Ausdr�ucke� die wir aus der Fokker�Planck�Gleichung
f�ur �

�th����i und �
�th��i erhalten� n�amlich ������ und ������� ein und erhalten

sofort�
f�$�� � �

X
���

h�� $L����i � h��ih$L����i�
X
���

D��� ������

Da wir uns f�ur das Verhalten bei gro�em � interessieren� betrachten wir nur
die Terme der f�uhrenden Ordnung ��� Also f�allt die Summe �uber die D��� weg�
die von der Ordnung ����� ist� wir k�onnen statt $L den f�uhrenden linearen Teil
L nehmen �vgl� ������ und erhalten�

f�$�� �
X
���

h�� �$������ � ��� � ����� � �� � �c����i � h��ih� � �i

�
X
���

�h����i � h��ih��i� ��� �c�� ������

Zu dieser Summe tragen wiederum in f�uhrender Ordnung �� nur die Sum

manden bei� deren Indizes � und 
 zu Zellen im Frontbereich geh�oren� Zur
Begr�undung dieser Behauptung erinnern wir uns an die Gr�o�e ��� die wir in
Abschnitt ������ Gleichung ������� eingef�uhrt haben� Sie beschreibt die Abwei

chung der Verteilung der Besetzungszahlen N� von der Poissonschen� Wie wir
dort in der Abbildung ��� �Seite ��� gesehen haben� ist �� � � au�erhalb des
Frontbereichs� also rechts vor der Front� wo die Besetzungszahlen N� sowieso
alle null sind� und links der Front� auf dem



Plateau�� wo die Besetzungszahlen

den Erwartungswert hN�i � � haben� Dort gilt also

�� � � � hN�
�i � hN�i� � hN�i

und deswegen
h���i � h��i� � ���h��i �

Wegen der Translationssymmetrie gilt f�ur zwei Zellen 
 und � links der Front
h��i � h��i� und die Kovarianzterme h����i�h��ih��i lassen sich durch ���h��i
nach oben absch�atzen� Also sind die Summanden� deren Indizes beide nicht zu
Zellen im Frontbereich geh�oren� h�ochstens von Ordnung ��� und vernachl�assig

bar� Schlie�lich verschwinden die Summanden� bei denen ein Index zu einer
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Zelle au�erhalb der Front und der andere zu einer Zelle im Frontbereich geh�ort�
weil dann �� und �� unabh�angig sind�

Man kann sich �uberlegen� da� sich die Summanden bei der Summation in
������ �uber alle Zellen 
� � aus dem Frontbereich wegen des Faktors ��� �c���
der von �� bis �� geht� fast gegenseitig wegheben� Das verbleibende Resultat
ist vermutlich proportional zur Anzahl der Zellen im Frontbereich� also zu

p
$�

�vgl� Abschnitt ������� Aufgrund solcher �Uberlegungen formulieren wir die
Vermutung

f�$�� � p$� �

die wir an den Simulationen im n�achsten Abschnitt nachpr�ufen wollen�
Abschlie�end k�onnen wir jetzt noch eine kleine Subtilit�at� �uber die wir bisher

immer hinweggegangen sind� kl�aren� Warum �uberhaupt eignet sich die Varianz
von Ntot als Ma� f�ur die Varianz der Frontposition%

Wir wollen uns dazu �uberlegen� da� zu Ntot alternative� gleichwohl berech

tigte und vielleicht sogar anschaulichere De�nitionen der Frontposition zum
gleichen Ergebnis f�uhren w�urden� Solche alternativen De�nitionen w�aren zum
Beispiel� die nichtleere Zelle� die am weitesten vorne liegt� oder� der Punkt�
wo eine an die Besetzungszahlen auf irgendeine geeignete Art ge�ttete Kurve
eine gewisse Schwelle erreicht� Die Varianz von Ntot �

P
�N� setzt sich o	en


bar aus zwei Beitr�agen zusammen� zum einen aus der Varianz der anschaulich
verstandenen



eigentlichen� Frontposition �'a la Bild ����� also der Varianz des

Summationsbereichs in ������� und zum anderen aus den einzelnen Schwankun

gen der Besetzungszahlen N� aller Zellen� insbesondere auch derer weit links
der Front� Die letzteren sind aber Poissonsch �siehe Abbildung ����� also

hN�
�i � hN�i� � hN�i � � � ������

w�ahrend der Beitrag der Varianz der anschaulichen Frontposition nach den
Ergebnissen dieses Abschnittes proportional zu ��� und f�ur � � �

� also viel
gr�o�er ist� Die uns nicht interessierenden Fluktuationen der Besetzungszahlen
der vollen Zellen haben vernachl�assigbaren Ein�u� auf die Varianz von Ntot� und
d
dthhNtotii ist ein gutes Ma� f�ur die Varianz der anschaulichen Frontposition�

��� Weitere Simulationen


���� Ein empirisches Gesetz f�ur die Varianz der Frontposition

In Abschnitt ����� haben wir den stochastischen Proze� der Gesamtteilchenzahl
Ntot als pragmatisches� einfach berechenbares Ma� f�ur die Frontposition ein

gef�uhrt� Die mittlere Wachstumsrate seines Erwartungswertes� vM � d

dthNtoti�
haben wir als Frontgeschwindigkeit interpretiert und in Abschnitt ����� unter

sucht� An den Simulationen haben wir beobachtet� da� vM nach einer gewissen
Relaxationszeit einen station�aren Wert annimmt� Wir haben in der Abbil

dung ��� gesehen� wie die einzelnen Realisierungen der Front zur gleichen Zeit
verschieden weit sind� Dies motiviert uns� die Varianz der Frontposition zu
betrachten� Nachdem wir uns in Abschnitt ��� ausf�uhrlich mit der Theorie
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Varianz
hhNtotii

Zeit t

Abbildung ���� Die Varianz der Gesamtteilchenzahl Ntot als Funktion der Zeit�
Parameter � � ����� $� � ��� �� Realisierungen�

der ��Entwicklung auseinandergesetzt und in ����� weitere Fragen an die Si

mulationen formuliert haben� sind wir nun in der Lage� mit der Deutung der
Simulationsergebnisse fortzufahren�

Dazu betrachten wir Abbildung ���� die die zeitliche Entwicklung der Vari

anz hhNtotii bei einer Simulation mit den Parametern � � ����� $� � �� zeigt�
Die Anfangsbedingung war gem�a� ������� die Laufzeit jeder der �� Realisie

rungen war �� �dimensionslose� Zeiteinheiten� und die



Messung� der Varianz

erfolgte alle ��� Zeiteinheiten� �
Wir sehen� da� nach einer gewissen Relaxationszeit der Gr�o�enordnung

Trelax 
 �� die Varianz hhNtotii in guter N�aherung linear mit der Zeit w�achst�
Dies ist die gleiche Relaxationszeit� die wir schon in Abschnitt ����� im Zu

sammenhang mit der asymptotischen Stationarit�at von vM diskutiert haben�
hhNtotii ist per De�nition eine deterministische und zudem glatte Funktion der
Zeit� Das in der Abbildung erkennbare �uberlagerte Rauschen stammt einzig
vom statistischen Sch�atzfehler durch die endliche Stichprobengr�o�e�

Die Steigung der asymptotischen Geraden in der Abbildung ��� ist der sta

tion�are Wert von d

dthhNtotii� Man sch�atzt sie durch

d

dt
hhNtotii �

hhNtot�tb�ii � hhNtot�ta�ii
tb � ta

� ������

ta w�ahlt man zum Beispiel als ta � ��� um gut im station�aren Regime zu
liegen� und tb ist die Zeit� bis zu der simuliert wurde� In Abbildung ��� ist

� F�ur diese Simulation waren etwa ��� � ���� Schleifen des Simulationsalgorithmus not�
wendig �vgl� Abschnitt ������� die etwa ��� Stunden CPU�Zeit auf einer IBM RS ��������
ben�otigten�
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Zeit t

Abbildung ���� Zwei Sch�atzer f�ur d
dthhNtotii� die Wachstumsrate der Varianz

der Gesamtteilchenzahl� Parameter� � � ����� $� � ��� �� Realisierungen�

tb � ���� und die Sch�atzung ergibt d
dthhNtotii � ������� Dieser Wert ist durch

die gepunkteten Geraden in Abbildung ��� dargestellt�
Analog wie bei vM �vgl� Abbildungen ��� und ���� kann man im Prinzip

auch die momentane Wachstumsrate der Varianz von Ntot bestimmen und ve

ri�zieren� ob sie asymptotisch tats�achlich konstant ist� Wieder haben wir f�ur
den momentanen Wert von d

dthhNtotii zwei verschiedene Sch�atzer� die beide in
der Abbildung ��� aufgetragen sind� Zum einen k�onnen wir es direkt als Zu

wachs pro Zeitintervall von hhNtotii sch�atzen� das ergibt das obere Diagramm�
Zum anderen l�a�t sich d

dthhNtotii mittels der Momente von N� gem�a� der Glei
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Abbildung ���� �Ubersicht �uber die Werte von d
dthhNtotii als Funktion von � in

einem weiten Parameterbereich� Die Darstellung ist doppeltlogarithmisch�

chung ������ sch�atzen� dies zeigt das untere Schaubild� O	ensichtlich sind beide
Sch�atzer stark von Rauschen �uberlagert� das mit wachsender Zeit� das hei�t mit
wachsender Varianz von Ntot gr�o�er wird� Mit einer sehr viel gr�o�eren Anzahl
von Realisierungen k�onnten wir erwarten� da� die beiden Sch�atzer eine wenig
verrauschte� glatte Kurve erg�aben� die sich nach der Relaxationszeit an die
gepunktete Gerade anschmiegt�

Halten wir fest� da� station�are Reaktionsfrontl�osungen sich mit konstanter
Geschwindigkeit vM fortbewegen und da� die Varianz ihrer Position hhNtotii
linear mit der Zeit w�achst� Den zugeh�orige Proportionalit�atsfaktor d

dthhNtotii
k�onnen wir f�ur jede der durchgef�uhrten Simulationen zu Parametern � und $�
gem�a� ������ sch�atzen� Das Ergebnis ist in Abbildung ��� aufgetragen� Wie
man sieht� sind in der doppeltlogarithmischen Darstellung die Linien mit kon

stantem $� mit sehr guter Genauigkeit Geraden� das entspricht vollst�andig un

seren Erwartungen aus den theoretischen �Uberlegungen in Abschnitt ������ Die
Gleichung ������� die wir dort postuliert haben�

d

dt
hhNtotii � ��� �

wird also empirisch durch die Simulationen bestens best�atigt mit

� � ����� ���� �

In diesem Sinne k�onnen wir sagen� da� der Ansatz der �
Entwicklung �����
gerechtfertigt ist�

Betrachten wir nun die Abbildung ���� Wenn die Funktion f�$�� in ������
mit einem Potenzgesetz von $� abh�angt� dann m�ussen die Linien Geraden sein�
Hat die Abg�angigkeit sogar die spezielle Form f�$�� �

p
$�� wie wir in Ab


schnitt ����� vermutet haben� dann sollte die Steigung der Geraden gleich �
�
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Abbildung ���� �Ubersicht �uber die Werte von d
dthhNtotii als Funktion von $� in

einem weiten Parameterbereich� Die Darstellung ist doppeltlogarithmisch�

sein� Die �Uberlegungen� die zu dieser Vermutung f�uhren� setzen jedoch voraus�
da� die Parameter � und $� gro� sind� das hei�t� sie m�u�ten m�oglicherweise
gr�o�er sein als bei den Simulationen� die in Abbildung ��� dargestellt sind� Die
Daten mit den im Bild gezeigten Parameterwerten deuten eher auf ein Gesetz
der Form f�$�� � $�� hin� mit � 
 ���� Das theoretische Verst�andnis eines
solchen Gesetzes fehlt�

Betrachten wir schlie�lich den Ausdruck

d
dt

phhNtotii
d
dthNtoti



p

���f�$��

vM

 �

�
����$�����

Er besagt� wie schnell die Streuung der Frontposition im Verh�altnis zu ihrem
Erwartungswert w�achst� Wegen � � ���� � ���� geht dieser Ausdruck f�ur
� � 
 gegen Null� die Streuung wird vernachl�assigbar gegen�uber der abso

luten Position� und in diesem Sinne verschwindet der Ein�u� der translativen
Fluktuationen auf die Frontposition� allerdings sehr langsam mit 
 �����	� F�ur
jedes endliche� noch so gro�e � hingegen ist er vorhanden� und nach gen�ugend
langer Zeit haben verschiedenen Realisierungen deutlich verschiedene Positio

nen� vergleiche dazu die Abbildung ���� Etwas formal kann man dies auch so
ausdr�ucken� da� der Limes � �
 und der Limes t�
 nicht vertauschen�

Zusammenfassend� Es ist interessant� da� sich die Simulationsdaten zu
d
dthhNtotii durch ein einfaches empirisches Gesetz

d

dt
hhNtotii � ���f�$��� f�$�� 
 $��

deuten lassen� Dies ist ein Gesetz� da� bereits f�ur endliche Systemgr�o�e � � ��
gilt 
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���� Die Frontgeschwindigkeit� ein Ornstein�Uhlenbeck�

Proze	

Wir haben nun die mittlere Geschwindigkeit vM und die Varianz der Frontpo

sition Ntot untersucht�

Die bisherigen Resultate legen es nahe� die Reaktionsfronten mit Brown

schen Teilchen zu vergleichen� Die Geschwindigkeit hat einen konstanten Mit

telwert wie bei geladenen Teilchen unter Ein�u� eines homogenen elektrischen
Feldes in einer viskosen Fl�ussigkeit� Dabei w�achst die Varianz der Positionen
der Teilchen mit der Zeit durch den Ein�u� irgendwelcher weiterer zuf�alliger
Kr�afte� die auf sie wirken�

Um einzusehen� da� sich die Reaktionsfrontl�osungen der Masterglei

chung ������ tats�achlich wie bei der Brownschen Bewegung verhalten� zei

gen wir� da� die Geschwindigkeit der Front ein Ornstein�Uhlenbeck�Proze�
ist� Ein Ornstein�Uhlenbeck�Proze� ist ein Markovscher stochastischer Proze��
dessen �Ein�Zeit�� Verteilungen zeitunabh�angig �station�ar� und Gau�sch sind�
Nach einem Satz von Doob �zitiert in �van Kampen� ������ ist der Ornstein�
Uhlenbeck�Proze� bis auf eine triviale Ausnahme genau durch die drei Eigen

schaften station�ar� Gau�sch und Markovsch charakterisiert�

Ein anderes� n�utzliches Kriterium f�ur den Ornstein�Uhlenbeck�Proze� ist
das folgende �van Kampen� ������ Wenn ein stochastischer Proze� station�ar
und Gau�sch ist und eine exponentielle Autokorrelationsfunktion

��	� � ���� exp��	�� ������

hat� dann ist er ein Ornstein�Uhlenbeck�Proze� und folglich Markovsch� Wir
wollen nun zeigen� da� der stochastische Proze� der Geschwindigkeit von Re

aktionsfrontl�osungen der Mastergleichung ������ diese drei Kriterien erf�ullt�

Bisher haben wir als Frontgeschwindigkeit immer die Gr�o�e vM � d
dthNtoti

betrachtet� vM ist jedoch die mittlere Frontgeschwindigkeit� also eine deter

ministische Funktion und strebt nach der Relaxationszeit einen station�aren�
konstanten Wert an� Wir interessieren uns hier f�ur die Geschwindigkeit der
einzelnen Realisierungen der Front� das ist ein stochastischer Proze�� der aus
dem ganzen� durch die Mastergleichung beschriebenen Proze� abgeleitet ist�

Eine m�ogliche De�nition daf�ur w�are

t�Z
t�

�
d

dt
Ntot

�
�t� dt � Ntot�t���Ntot�t�� �

Die Realisierungen des stochastischen Prozesses d
dtNtot sind Summen von �


Distributionen an den Sprungstellen von Ntot� Wir wollen ihn aber nicht n�aher
untersuchen� sondern stattdessen den aus der Mastergleichung hergeleiteten
alternativen Ausdruck f�ur vM benutzen �vgl� ��������

vM �
MX
���

hN�i � �

�
hN�

� �N�i �
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um als Frontgeschwindigkeit einer Realisierung die Gr�o�e

W� �
MX
���

N� � �

�
�N�

� �N�� ������

zu de�nieren� Dieser Ausdruck ist sehr einfach zu interpretieren� Gem�a� der
Mastergleichung ist dies n�amlich die Netto�Teilchenproduktionsrate aller Re

aktionen� das hei�t die Summe der Produktionsraten in allen Zellen abz�uglich
der Summe der Vernichtungsraten� O	enbar gilt

vM � hW�i �

Wenn wir unterstellen� da� auch die h�oheren Momente station�ar sind� ist W�

station�ar� Man kann au�erdem �zum Beispiel �uber Histogramme� nachpr�ufen�
da� W� zumindest n�aherungsweise Gau�sch ist� wegen der De�nition von W�

als Summe ������ sollte uns das nicht �uberraschen�
Die Autokorrelationsfunktion� von W� ist schlie�lich in Abbildung ��� durch

die gepunktete Linie mit den Kreuzen aufgetragen� Wie wir im unteren Dia

gramm mit logarithmischer Ordinatenskala sehen� zerf�allt sie f�ur � � 	 � �
n�aherungsweise exponentiell mit einer ��e�Zeit von etwa 	� 
 ���� Die Abwei

chung von der Geraden f�ur 	 � � erkl�art sich zum einen durch den f�ur kleine
Werte der Autokorrelationsfunktion immer signi�kanter werdenden Sch�atzfeh

ler�

Man kann sich fragen� ob W� das ideale Ma� f�ur die Frontgeschwindigkeit
ist� schlie�lich tragen zu W� ja auch die Fluktuationen der N� um ihren Mittel

wert � in den Zellen weit hinter �d� h� links� der Front bei� die durch Di	usion
und die im Mittel gleichh�au�gen Erzeugungs
 und Vernichtungsreaktionen ver

ursacht werden� Die Geschwindigkeit� mit der sich die Front nach rechts bewegt�
ist aber ausschlie�lich durch die Teilchenproduktionsrate im vorderen Frontbe

reich bestimmt� ein eventueller �Uberschu� oder Mangel an Teilchen� der durch
Fluktuationen weit hinter der Front produziert wird� gelangt durch die lang

same Di	usion nie nach vorne an die Front� sondern wird wieder vernichtet�
bevor er sich auf die Frontposition auswirken kann� Au�erdem w�achst mit der
Fortbewegung der Front st�andig die Zahl der besetzten Zellen hinter der Front�
W� kann deswegen strenggenommen gar nicht station�ar sein� Aus diesem Grund
beschr�anken wir nun die Summe auf den Frontbereich und de�nieren

W� ��
X

��Front

N� � �

�
�N�

� �N�� � ������

Zur Festlegung des Summationsbereichs �uberlegen wir uns folgendes� Als linke
Grenze des Frontbereichs nehmen wir die am weitesten rechts liegende Zelle mit
N� � �� Die rechte Grenze ist egal� da leere Zellen zur Summe ������ ohnehin
nicht beitragen� Es gilt

hW� �W�i �
X

�	�Front

hN�i � �

�
hN�

� �N�i � � �

�

X
�	�Front

�� 
 � �

�Genauer� der Mittelwert der Autokorrelationsfunktionen der Realisierungen� siehe
�van Kampen� �����
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Abbildung ���� Die normierte Autokorrelationsfunktion der gesamten Teilchen

produktionsrate W� �Kreuze� und der Teilchenproduktionsrate im Frontbereich
W� �Quadrate�� Im oberen Diagramm lineare� im unteren logarithmische Or

dinatenskala�

vgl� Gleichung ������ und Abbildung ���� und folglich auch vM � hW�i� Der
durch W� bezeichnete stochastische Proze� hat n�aherungsweise den station�aren
Mittelwert vM und ist Gau�sch� und wegen der Translationsinvarianz der Ma

stergleichung kann man sich plausibel machen� da� W� selbst station�ar ist� Die
Autokorrelationsfunktion von W� ist in der Abbildung ��� mit der durchgezoge

nen Linie und den Quadraten aufgetragen� Sie zerf�allt f�ur � � 	 � �� in guter
N�aherung exponentiell gem�a� ���� mit einer ��e�Zeit von etwa 	� 
 �� Die nur



���� Weitere Simulationen ��

etwa ein Drittel so lange Autokorrelationszeit von W� verglichen mit der von
W� resultiert aus der Mischung zweier Beitr�age� zum einen vom Beitrag der
langzeitlich korrelierten Fluktuationen der



eigentlichen� Frontgeschwindigkeit

W� und zum anderen von dem der o	enbar nur kurz oder gar nicht korrelierten
Fluktuationen der Besetzungszahlen der vollen Zellen links der Front�

Als Ergebnis stellen wir fest� da� die Geschwindigkeit von Reaktions

frontl�osungen der zur Fishergleichung geh�orenden Mastergleichung �zumindest
n�aherungsweise� ein Ornstein�Uhlenbeck�Proze� ist� Die einzelnen Realisie

rungen der Reaktionsfronten k�onnen wir tats�achlich mit Brownschen Teilchen
vergleichen� Die mittlere Position bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit�
und die Varianz der Position w�achst linear mit der Zeit� wie bei geladenen Teil

chen in einer viskosen Fl�ussigkeit unter Ein�u� eines homogenen elektrischen
Feldes und irgendwelcher weiterer zuf�alliger Kr�afte�



V
Zusammenfassung und Diskussion der

Ergebnisse

D
er Ausgangspunkt dieser Diplomarbeit war� die bereits gut bekannte
Methode der Simulation von Mastergleichungen auf ein Reaktions�
Di	usions�System anzuwenden und die Ergebnisse mit den Eigenschaf


ten der entsprechenden Ratengleichung zu vergleichen� Fassen wir das Erreichte
zusammen�

Als einfaches� prototypisches Reaktions�Di	usions�System haben wir ein
System mit einer Teilchensorte in einer Raumdimension gew�ahlt� das makrosko

pisch durch die Fishergleichung beschrieben wird� Die Fishergleichung ist eine
nichtlineare partielle Di	erentialgleichung� die station�are Frontl�osungen zul�a�t�
analytische L�osungen sind nur in Spezialf�allen bekannt� es existieren jedoch
eine Reihe asymptotischer und qualitativer Aussagen �Kolmogorov et al�� �����
Aronson#Weinberger� ������

In Kapitel � wurde ein �Uberblick �uber die wesentlichen� f�ur uns relevan

ten Eigenschaften der Fishergleichung gegeben� Sie wird in der Literatur als
das Standardmodell f�ur Reaktionsfronten benutzt� Reaktionsfronten spielen
eine gro�e Rolle in der biologischen Signal�ubertragung� Entwicklungsbiolo

gie� Populationsdynamik �Murray� ����� und in der Chemie� Die Fisherglei

chung bietet ein qualitatives Verst�andnis solcher Prozesse� denn ihre quali

tativen Eigenschaften lassen sich auch auf kompliziertere System �ubertragen
�Aronson#Weinberger� ����� van Sarloos� ����� Benilov� ������ Analog haben
die qualitativen Ergebnisse der in dieser Arbeit durchgef�uhrten Untersuchung
der mesoskopischen Mastergleichung �uber die spezielle Gleichung ������ hin

aus G�ultigkeit f�ur allgemeinere Reaktions�Di	usions�Prozesse� die Reaktions

frontl�osungen haben und translationsinvariant sind�

Im �� Kapitel haben wir gesehen� wie die Mastergleichung f�ur Reaktions�
Di	usions�Systeme auf eine mesoskopische� stochastische Weise die Reak

tion als Erzeugungs
 und Vernichtungsproze� und die Di	usion als Random�
Walk beschreibt� Die stochastische Dynamik haben wir� Gillespie folgend
�Gillespie� ������ f�ur chemische Reaktions�Di	usions�Systeme aus fundamenta


��



��

ler� mikroskopischer Physik hergeleitet� Die Mastergleichung ist also mehr als
ein stochastisches ad hoc�Modell� wie es zum Beispiel die bekannten Lattice�
Gas�Automaten darstellen� sondern eine wirkliche mesoskopisch�stochastische
Formulierung der mikroskopischen Dynamik� Entsprechend sind auch die Fluk

tuationen� die den Mittelwerten �uberlagert sind� physikalischer Natur und tra

gen dem diskreten Charakter der betrachteten Systeme Rechnung� Im Zusam

menhang mit der mikroskopischen Herleitung haben wir die Kriterien formuliert
und diskutiert� die ein Reaktions�Di	usions�System erf�ullen mu��� damit die
Mastergleichung eine sinnvolle und richtige Beschreibung seiner Dynamik lie

fert�

Im ersten Teil des dritten Kapitels haben wir gelernt� mit multivariaten
Mastergleichungen zu rechnen und dabei insbesondere den Kommutatorfor

malismus kennengelernt �Breuer#Petruccione� ������ Symmetrien der in der
Mastergleichung auftretenden Operatoren erleichtern die Rechnung�� und ihre
Darstellung mit Hilfe der elementaren E�Operatoren erm�oglicht es� Rechnungen
schnell und e�zient durchzuf�uhren�� Als Ergebnis erhalten wir Gleichungen f�ur
die Momente der stochastischen Variablen und f�ur Funktionen davon� Die so
erhaltenen Zusammenh�ange sind zum einen au�erordentlich n�utzlich� die Kor

rektheit des Simulationsprogramms zu �uberpr�ufen und um eine Vorstellung von
den statistischen Sch�atzfehlern zu erhalten�� zum anderen bieten sie wertvolle
erste Hinweise zum Verst�andnis der Dynamik des Systems� Jedes endliche Sy

stem von Momentengleichungen� das aus einer nichtlinearen Mastergleichung
folgt� ist nicht abgeschlossen� Das Abschneiden der unendlichen Hierarchie�
um daraus zum Beispiel die makroskopische Gleichung zu erhalten� ist oft eine
schwierig kontrollierbare N�aherung� die a priori keine Hinweise auf ihre G�ultig

keit gibt�

Im zweiten Teil von Kapitel � werden die im Rahmen der Arbeit durch

gef�uhrten� umfangreichen Simulationen vorgestellt� und die ersten Simulations

ergebnisse werden pr�asentiert� Das System wurde in einem weiten Parameter

bereich und jeweils f�ur lange Zeiten untersucht� Die Systemgr�o�e � wurde �uber
�� der Parameter $�� der die Frontbreite charakterisiert� �uber � Zehnerpotenzen
variiert��

Zun�achst betrachten wir die mittlere Frontgeschwindigkeit vM � F�ur endli

ches � weicht vM von dem f�ur die Fishergleichung erwarteten Wert vmin ab und
konvergiert � wenn �uberhaupt � nur sehr langsam f�ur � � 
� Dies ist eine
wichtige und vielleicht zun�achst erstaunliche Feststellung� Die Frontgeschwin

digkeit ist ein Beispiel f�ur eine Gr�o�e� deren Erwartungswert auch f�ur ein gro�es
System �das hei�t� Besetzungszahl der Zellen � 
 ���� durch die Fluktuationen
noch signi�kant gegen�uber dem aus der makroskopischen Gleichung erwarteten
Wert verschoben ist� Wir k�onnen diese Abweichung zur�uckf�uhren auf die N�ahe

rung� die dem oben erw�ahnten Abschneiden zugrundeliegt� in unserem Fall ist

�Siehe Abschnitt ���� Seite ���
�Zum Beispiel bei der Berechnung von vM und d

dt
hhNtotii in Abschnitt ������

�Siehe Abschnitt ������
�Dazu siehe z�B� die Abb� ���� Seite ��� Abb� ���� Seite �� und Abb� ���� Seite ���
�Dazu siehe die Tabelle auf Seite ���



�� Kapitel �� Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse

sie schlichtweg falsch
�
Der starke E	ekt der Fluktuationen auf die Frontgeschwindigkeit liegt in

der Translationsinvarianz der Mastergleichung begr�undet� Eine anschauliche
Vorstellung vermittelt uns die Abbildung ��� auf Seite ��� Betrachten wir ein
Ensemble von Realisierungen der Reaktionsfront� Zur Anfangszeit starten alle
Mitglieder des Ensembles mit der gleichen Anfangsbedingung und haben ins

besondere die gleiche Frontposition� Die Fluktuationen der Frontform sind gut
ged�ampft und daher klein� Auf Fluktuationen� die die Front seitlich versetzen�
ohne ihre Form zu �andern� reagiert sie wegen der Translationsinvarianz der Ma

stergleichung jedoch vollkommen indi	erent� im Laufe der Zeit kann sich der
E	ekt dieser Fluktuationen aufsummieren� und er f�uhrt dazu� da� verschiedene
Realisierungen zum gleichen Zeitpunkt verschieden weit sind�

Um dies besser und teilweise quantitativ zu verstehen� lernen wir im vierten
Kapitel die ��Entwicklung kennen� sie ist eine systematische Methode� um aus
dem komplizierten durch die Mastergleichung gegebenen stochastischen Proze�
einen deterministischen Anteil abzutrennen und den stochastischen Rest n�ahe

rungsweise durch eine Fokker�Planck�Gleichung zu beschreiben� Die Master

gleichung de�niert� wie sich die Wahrscheinlichkeitsdichte P �N� t� mit der Zeit
t entwickelt� Wenn �oder solange� sie gut lokalisiert� das hei�t schmal bleibt�
ist es sinnvoll� die Dynamik des Erwartungswertes zu betrachten� Im Rahmen
der ��Entwicklung ist die Dynamik des Erwartungswertes durch die deter

ministische makroskopische Gleichung beschrieben� die f�ur endliches � durch
die inneren Fluktuationen� also durch den verbleibenden stochastischen Anteil�
gest�ort ist�

Fluktuationen sind dann ged�ampft� wenn eine Realisierung� die vom Ensem

blemittelwert wegdriftet� wieder zur�uckgetrieben wird� soda� die Wahrschein

lichkeitsverteilung f�ur alle Zeiten schmal bleibt� Ein Ma� f�ur ihre Breite ist der
Exponent � in der ��Entwicklung
� Das Verh�altnis zwischen typischen Werten
der makroskopischen Variablen und den Fluktuationen ist n�amlich ����� F�ur
Reaktions�Di	usions�Systeme liegt � zwischen �

� und �� Ob und wie schnell
Fluktuationen im Erwartungswert ged�ampft sind� wird durch die Stabilit�atsei

genschaften der makroskopischen Gleichung bestimmt� die linearisierte makro

skopische Gleichung beschreibt die Zeitentwicklung des Erwartungswerts der
Fluktuationen� Das Verh�altnis zwischen der Stabilit�at der makroskopischen
Gleichung und der St�arke der Fluktuationen bestimmt� wie gro� � und somit wie
breit die Verteilung ist� Im maximal stabilen Fall� wenn die Fluktuationen be

reits in linearer Ordnung ged�ampft werden� sind die Fluktuationen minimal und
� � �

� � Der Proze� ist dann ein durch eine lineare Fokker�Planck�Gleichung

beschriebener nichtstation�arer Gau�scher Proze�� Die Gr�o�enordnung ��	� der
Fluktuationen ist die� die man nach dem Zentralen Grenzwertsatz erwartet� Im
anderen Extremfall� der noch durch die ��Entwicklung beschrieben wird� sind
Fluktuationen �uberhaupt nicht ged�ampft� und � � �� Es gibt dann keine nicht

triviale deterministische Bewegungsgleichung� sondern die Dynamik ist v�ollig
durch die Fluktuationen bestimmt und ist vergleichbar mit der eines einzelnen

�Vergleiche dazu Gleichung ������ und Abbildung ��� auf Seite ���
�Siehe dazu Gleichung ������ Seite ���



��

Random�Walkers	� Situationen� in denen Fluktuationen verst�arkt werden� zum
Beispiel bei Bifurkationen� werden von der ��Entwicklung nicht erfa�t�

Das in dieser Arbeit untersuchte System liegt zwischen den beiden Ex

tremf�allen� � hat den Wert ���������� Diese zun�achst vielleicht �uberraschende
Behauptung folgt aus einem empirischen Gesetz� das wir mit guter Genauigkeit
aus den umfangreichen Simulationsdaten ableiten konnten� Dazu haben wir in
dem weiten Parameterbereich� f�ur den Simulationsdaten vorliegen� untersucht�
wie die Varianz von Ntot mit der Zeit w�achst�� Sie mi�t� wie stark die Front

position in dem Ensemble der Realisierungen verstreut ist� Wir haben f�ur sie
das einfache empirische Gesetz

d

dt
hhNtotii � ���f�$��

gefunden� mit � � ����� ���� und f�$�� 
 $���
� Die Varianz von Ntot w�achst
linear mit der Zeit� Wie wir uns in Abschnitt ����� �uberlegt haben� ist der
hier auftretende Exponent � der gleiche wie bei der ��Entwicklung Die
gute �Ubereinstimmung des aus den Simulationsergebnissen gefundenen empi

rischen Gesetzes mit den Voraussagen der ��Entwicklung best�atigt� da� die
��Entwicklung konsistent ist�

Der Ansatz ����� der ��Entwicklung setzt den stochastischen Anteil global
von der Gr�o�enordnung �� an� Tats�achlich ist nur der mit der Variation der
Frontposition verbundene Teil von dieser Gr�o�enordnung� die gut ged�ampften
Fluktuationen der Frontform sind viel kleiner� Eine modi�zierte ��Entwicklung
k�onnte den stochastischen Anteil in zwei Teile trennen und jeden separat f�ur
sich entwickeln� Die stabilen Moden�� von L w�urde sie mit der gew�ohnlichen
�� � �

�� ��Entwicklung nach van Kampen behandeln und diese mit einer linea

ren Fokker�Planck�Gleichung beschreiben� und nur die eine instabile Mode�� g�
durch eine andere Entwicklung mit � 
 ���� ber�ucksichtigen� Geometrisch be

trachtet entspr�ache eine solche getrennte Entwicklung einer Koordinatentrans

formation von den stochastischen Variablen �N�� � � � � NM� auf einen geeigneten
neuen Satz von Variablen� von denen eine die stark �uktuierende Frontposi

tion s und die restlichen M � � Variablen die wenig �uktuierende Frontform
darstellen� In diesem Sinne ist die im dritten und vierten Kapitel ausf�uhrlich
untersuchte Frontposition Ntot �

P
�N� als Projektion auf eine m�ogliche Ver


sion von s zu interpretieren� Es ist mir im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht
gelungen� auf diese Weise Resultate zu erhalten� die �uber die bereits pr�asentier

ten hinausgehen�

Die Dynamik der Frontposition entspricht der Dynamik von Brownschen
Teilchen� Die mittlere Position bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit�
w�ahrend die Varianz der Position linear mit der Zeit w�achst� wie bei geladenen
Teilchen in einer viskosen Fl�ussigkeit unter Ein�u� eines homogenen elektri

schen Feldes und weiterer zuf�alliger Kr�afte� In Abschnitt ����� haben wir nach

gepr�uft� da� die Zufallskr�afte zeitlich unkorreliert sind� die Geschwindigkeit

�

�
The Di�usion Type� in �van Kampen� ������

	Dazu siehe Abb� ����
��Siehe Gleichung ������ Seite ���
��Siehe Abschnitt ������
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der Reaktionsfront ist �zumindest n�aherungsweise� ein Ornstein�Uhlenbeck�
Proze��

Stellen wir abschlie�end die wesentlichen neuen Resultate zusammen und
ordnen sie in den Stand der Literatur ein� Der Ein�u� von Fluktuationen
auf Reaktionsfronten in dem der Fishergleichung entsprechenden Reaktions�
Di	usions�System wurde beobachtet und qualitativ und teilweise quantitativ
verstanden� Die Indi	erenz des Systems gegen�uber translativen Fluktuationen
f�uhrt dazu� da� die mittlere Frontgeschwindigkeit mit wachsender Systemgr�o�e
nur au�erordentlich langsam gegen den f�ur die makroskopische Gleichung erwar

teten Wert konvergiert� Weiterhin ist die mittlere Frontform f�ur jedes endliche
� nicht station�ar �auch nicht asymptotisch f�ur gro�e Zeiten�� im Gegensatz zu
den L�osungen der makroskopischen Gleichung�� 

In der Literatur sind Simulationen verwandter Systeme beschrieben� So
wird in �Lemarchand et al�� ����� die Boltzmanngleichung der Einteilchenvertei

lungsfunktion eines der Fishergleichung entsprechenden chemischen Reaktions�
Di	usions�Prozesses stochastisch mit der Bird�Methode simuliert und in
�Kerstein� ����� wird ein Lattice�Gas�Automat untersucht� in dem die Erwar

tungswerte der Besetzungszahlen in einem bestimmten Grenz�ubergang der Fis

hergleichung gehorchen� Beide Arbeiten bemerken zwar auch den unerwartet
starken E	ekt der endlichen Systemgr�o�e auf die mittlere Frontgeschwindigkeit�
die Bedeutung der translativen Fluktuationen wurde dort jedoch anscheinend

�ubersehen oder nicht systematisch analysiert� Ausschlaggebend f�ur den Erfolg
der in dieser Arbeit durchgef�uhrten Untersuchung waren zum einen die um

fangreichen und systematisch in einem weiten Parameterbereich durchgef�uhrten
Simulationen der Mastergleichung mit einem e�zienten und exakten Algorith

mus� zum anderen die Anwendung aussagekr�aftiger mathematischen Methoden
�Momentengleichungen und vor allem die ��Entwicklung� auf die Masterglei

chung�

��Der Grund liegt darin� da
 die Frontpositionen der einzelnen Realisierungen sich immer
weiter verstreuen� siehe dazu z�B� Abb� ��� und die Diskussion in Abschnitt ������
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